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Capitulo 1 Oscilaciones

CAPITULO I
OSCILACIONES
En el curso anterior hemos estudiado el movimiento de un cuerpo sometido a una fuerza constante. Nos
hemos referido al movimiento uniformemente acelerado (MUA).

En éste capitulo estudiaremos el movimiento de un cuerpo cuando la fuerza que actua sobre él no es
constante, sino varia durante el movimiento.

Aunque la fuerza puede variar de muchas maneras, en cualquier momento se cumplird la Segunda ley de
Newton: F=ma 6m = F/a.

Un movimiento cualquiera que se repita a intervalos de tiempo iguales se llama movimiento periodico.
El desplazamiento de una particula en un movimiento periddico, como veremos mas adelante, se puede
expresar siempre mediante senos y cosenos, y como las expresiones donde figuran éstas funciones se

denominan armonicas a menudo el movimiento periddico se llama movimiento periodico.

Siuna particula que tiene movimiento periodico se mueve alternativamente en un sentido y en otro, siguiendo
la misma trayectoria, su movimiento es denominado oscilatorio o vibratorio.

Y

El movimiento de un péndulo de un reloj de pared es oscilatorio.

Un cuerpo en el extremo de un resorte estirado, una vez que se suelta comienza a oscilar. El movimiento
de las cuerdas de los instrumentos musicales es vibratorio. Los atomos de un soélido estan vibrando.
Similarmente los &tomos en una molécula vibran unos con respecto a otros.

Muchos cuerpos oscilantes no se mueven entre limites fijos bien definidos, porque las fuerzas friccionales,
disipan la energia del movimiento; asi un péndulo deja de oscilar, una cuerda deja de vibrar, etc.

Estos movimientos reciben el nombre de Movimientos Armonicos Amortiguados.

Aunque no podemos eliminar la friccion de los movimientos periddicos, a menudo se pueden anular sus
efectos de amortiguamiento suministrando energia al sistema oscilante, de manera de compensar la energia
disipada por friccion. El resorte principal de un reloj de pulsera y la pesa de un reloj de péndulo suministran
la energia externa, de tal forma que el sistema oscilante se mueve como si no estuviese amortiguado.

No solamente los sistemas mecéanicos pueden oscilar. Las ondas de radio, las microondas y la luz visible
son vectores de campo magnético y eléctrico oscilantes. Como veremos en un capitulo posterior, las
oscilaciones mecénicas y electromagnéticas estan descritas por las mismas ecuaciones matematicas basicas.
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Estudiemos una particula que oscila en vaivén sobre una linea recta entre limites fijos.

os

X, Y 0 X,

Su desplazamiento x cambia periddicamente, tanto en magnitud como en sentido. Su velocidad v y su
aceleracion a también varian periddicamente en magnitud y en sentido y en vista de la relacion F=ma,
también lo hace asi la fuerza F' que acttia sobre la particula.

] ] g ]
X (e—» X
X —>
A
4_
a F=ma

En términos de la energia, podemos decir, que una particula que esta en movimiento armonico pasa en uno
y otro sentido por un punto en el cual su energia potencial es minima (su posicion de equilibrio).

La fuerza que acttia sobre la particula de masa m, en cualquier posicién puede obtenerse de la funcién de
la energia potencial:

F=——
dx

Podemos representar la variacion de la fuerza con la posicién de la particula:
La fuerza es cero en la posicion de equilibrio (punto 0), apunta hacia la derecha (tiene un valor positivo)
cuando la particula esta a la izquierda de 0, y apunta hacia la izquierda (tiene un valor negativo) cuando la

particula esta a la derecha de 0.

La fuerza F' es una fuerza de restitucion porque actiia siempre de manera de acelerar a la particula en la
direccion de su posicion de equilibrio

F
U(x) = Energia potencial
Pendiente = tan o
=dU/dx
F
o o0 o
o d X
X2 X m X1 2 ? X1

La energia mecanica total £ de una particula oscilante es la suma de su energia cinética y de su energia
potencial, es decir:

Energia Mecanica = Energia Cinética + Energia Potencial

E=K+U
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Donde E permanece constante (si las fuerzas de friccion son nulas). En los limites x, y x,, U=E:

Uo g

X, 0 Xy

EL OSCILADOR ARMONICO SIMPLE

Vamos a considerar una particula oscilante que se mueve en uno y otro sentido alrededor de una posicion
de equilibrio, en virtud de un potencial que varia segln:

Ux) =" kx?

donde k es una constante. Los limites maximos del desplazamiento x, y X, son iguales:

m
] ] ') ]
- X4 0 - + X,
\4
Ut
Fe
E
<—
F
o T
0 hd + X,
0 m
O
-Xi + X,

La fuerza que actla sobre la particula esta dada por la ecuacion:
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De donde: F=-kx

Esta particula oscilante recibe el nombre de oscilador armonico simple y su movimiento se llama movimiento
armonico simple.

Recordemos que en el Movimiento Armoénico Simple (M.A.S.), los limites de la oscilacion estan igualmente
espaciados a uno y otro lado de la posicién de equilibrio.

Veamos algunas definiciones muy caracteristicas del movimiento armonico:
La magnitud del desplazamiento maximo, x,, se llama amplitud A del movimiento armonico simple.

El periodo T de un movimiento armoénico es el tiempo requerido para completar un viaje redondo del
movimiento, es decir una oscilacion completa o ciclo.

La frecuencia f, del movimiento es el numero de oscilaciones o ciclos por unidad de tiempo. La frecuencia

es por tanto la inversa del periodo: L

I=7

La unidad en el SI de la frecuencia es el ciclo por segundo o Hertz (Hz).

En la ecuacion U(x) = % k x2, reconocemos la expresion de la energia potencial de un resorte ideal,
comprimido o estirado en una distancia x, en la cudl la fuerza ejercida estd dada por F = -kx, siendo k la
denominada constante eldstica del resorte.

En la posiciéon de equilibrio la fuerza neta es nula, el resorte no ejerce ninguna fuerza sobre el cuerpo.
Cuando el cuerpo esta a la derecha de la posicion de equilibrio (resorte estirado), la fuerza apunta hacia la
izquierda y viene dada por F= -kx, y cuando el cuerpo esta a la izquierda (resorte comprimido) la fuerza
apunta a la derecha y vale también F=-kx.

F es una fuerza de restauracion denominada fuerza recuperadora elastica.
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Por lo tanto, un cuerpo de masa m fijo a un resorte ideal de constante elastica &, libre de moverse en una
superficie horizontal sin friccion es un ejemplo de un oscilador armoénico simple, siendo su movimiento un
movimiento armonico simple.

Apliquemos la segunda ley de Newton F = ma, al movimiento del resorte. Para un oscilador arménico
simple F'=-kx y para la aceleracion ponemos

dv  d?x

dx  dt?

d?x

—k = —_—
X mdtz

d?x N ko 0

ez T m ¥ T

Esta ecuacion contiene derivadas y por lo tanto se dice que es una ecuacion diferencial. Resolver esta
ecuacion quiere decir determinar la forma en que el desplazamiento x de la particula debe depender del

tiempo para que dicha ecuacion quede satisfecha.

Cuando sabemos como depende x del tiempo, conocemos el movimiento de la particula, por lo tanto la
ecuacion anterior se llama la ecuacion del movimiento de un oscilador arménico simple. Describamos a
continuacion en detalle este movimiento.

ECUACIONES DEL MOVIMIENTO ARMONICO SIMPLE

Se trata de obtener las expresiones de la elongacion, la velocidad y la aceleracion de un cuerpo que se
mueve con M.A.S.

Consideremos nuevamente, una particula que se mueve en uno y otro sentido, al rededor de un punto de

equilibrio:
4_
F
O
| | o |
-X1 0 — +X1

@

La fuerza que actua sobre la particula es tinicamente la fuerza recuperadora elastica: -kx; por la segunda
ley de Newton:

F=-kx=ma

k
a= ——
m

X
Donde m es la masa del cuerpo y k/m es constante.
Es decir la aceleracion es directamente proporcional a la elongacion x pero de sentido contrario a ella.

“La aceleracion esta siempre dirigida hacia el punto medio de la trayectoria”.

La velocidad del cuerpo en cualquier punto, puede obtenerse a partir del principio de la conservacion de la
energia, suponiendo despreciables las fuerzas de rozamiento.
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En las dos posiciones donde la elongacion x, es igual a la amplitud A (en —x, y +x)), la energia cinética es
nula y la energia potencial vale 2 kA2

Si v es la velocidad del cuerpo para un valor arbitrario de elongacion x, su energia cinética sera %> mv? y su

energia potencial 5 kx2.

- X,

0 —» + X

K1+U1:K2+U2
Ky =0 5 U, = 1/2 k A?
K2: 1/2 mvz N U2: 1/2 kxz

2 _k 42 2
v—m(A x)

v= %: JVk/m VA% — x2

Podemos ver que la velocidad maxima de la particula sera en el punto de equilibrio 0 (energia potencial

cero), es decir cuando x = 0:

Vmax = VE/m A

En los puntos de maximo desplazamiento, donde x,=A; la energia cinética es nula y la energia potencial
maxima. Algunos autores consideran una velocidad positiva cuando la particula se mueve de izquierda a
derecha y negativa cuando se mueve de derecha a izquierda.
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Para obtener la elongacion x del movimiento en funcion del tiempo, separemos variables e integremos la
ecuacion de la velocidad:

d
v= d_JtCZ Jk/m A2 — x2
f © _ [iJm fdt
VA? — x2
ArcSen%= Jk/mt+C

Cuando t=0 ; x= X,

C = ArcSen™ ; Sen@ =2
A A

Q= ArcSen%

ArcSen§= Jk/mt+0; Z= Sen(vk/m t+ @)

A

x=ASen (Vk/m t+ Q)
Si escogemos la constante k/m= w?:

Xx=ASen[wt+d]

La cantidad (w t + ¢) se denomina fase del movimiento. La constante ¢ se llama la constante de fase (esto
es, su valor cuando t = 0).

Aunque hemos definido el movimiento armoénico simple en funciéon de una expresion senoidal, puede

igualmente expresarse en funcion de una expresion cosenoidal, el inico cambio seria una diferencia inicial
de fase de m/2:

si: @ =mn/2
x = A Sen(w t + 7/2)
x=A Cos ot

De modo que en el tiempo t = 0 el desplazamiento es cero para x=A Senwt. Cuando ¢ = 0, el desplazamiento
x=ACoswt es maximo en el tiempo t = 0. Otras condiciones iniciales corresponden a otras constantes de fase.

Determinemos ahora el significado fisico de la constante w. Si en la ecuacion del desplazamiento
x=ASen(wt+¢) se aumenta el tiempo en 25/, la funcidn se transforma en:

x=A Sen[w (t + 2 7t /w) + @]
= A Sen(wt + 2  + @)

= A Sen(wt + @)

Es decir, que la funcidon simplemente se repite a si misma después de un tiempo 2m/w. Por lo tanto, 25/
es el periodo T del movimiento. Como w? =k/m tenemos:
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T_Zﬂ_z \/ﬁ
T w T k

La frecuencia f del oscilador es el nimero de vibraciones completas por unidad de tiempo, y estara dada
por:

2nf = Jk/m

w = 2nuf

La cantidad w se llama frecuencia angular; difiere de la frecuencia f'en un factor 2. Tiene las dimensiones
de un reciproco del tiempo (las mismas que la rapidez angular) y su unidad es el radian/segundo.

La constante 4 tiene un significado fisico sencillo. La funcion coseno puede tomar valores de -1 a +1. El
desplazamiento x medido desde la posicion central de equilibrio x = 0 tiene, por lo tanto, el valor maximo
de A. Asipues A (=x_, ) es la amplitud del movimiento.

La frecuencia de un movimiento armonico simple es independiente de la amplitud del movimiento.

Las expresiones de la velocidad y de la aceleracion podemos obtener a partir de la ecuacion:
x = A Sen(wt + @)

v= Z—fz wACos(wt+ @)

Similarmente la aceleracion esta dada por:

dv .
a=—=—w*ASen((wt + @
dt
La cual indica que en el movimiento armdnico simple la aceleracion es siempre proporcional y opuesta al
desplazamiento.

Podriamos también escribir: M.U.A.
x = A Sen(wt + ¢) x=ACoswt X=vot + 2 at®
v=wm A Cos(wt + ¢) v=-wASenwt v2:v02+2ax
a=-w’ A Sen(ot+ o) a=-wA Coswt a = constante

Luego, la energia cinética, la energia potencial y la energia mecénica total seran:

U=%kx*="%k A’ Sen’(wt + §)

K=%mv’=%mA”w’Cos’ (ot + ¢) como: m* =k/m
K =15 k A% Cos*(ot + ¢)

E=U+K=%kA’
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En la figura siguiente, se muestran las relaciones entre el desplazamiento, la velocidad y la aceleracion, en
el movimiento armodnico simple. En este caso particular la constante de fase ¢ = 0 puesto que ent =0 el
desplazamiento es maximo parax =A Cos (wt+ ¢).

Aceleracion =g

ot ; .4.,—I N ;i_l b

fi?
==

Las relaciones entre el desplazamiento,
la velocidad y la aceleracion, en el
movimiento armoénico simple, En este
caso Particular la costante de fase ¢ es
0 puesto que en t = 0 el desplazamiento es
maximo; véase la Ec. 15-8

PENDULO SIMPLE

Un ejemplo de movimiento armonico simple es el movimiento de un péndulo.

Un péndulo simple es una masa de pequefias dimensiones suspendida de un hilo inextensible y de peso
despreciable.

Cuando se le desvia hacia un lado de su posicion de equilibrio y se abandona a si mismo, el péndulo oscila
en un plano vertical por la influencia de la gravedad. El movimiento es periddico y oscilatorio. Queremos

determinar el periodo del movimiento.

Consideremos un péndulo de longitud L, en el que la masa de la particula es m y que forma un angulo 6
con la vertical.

Las fuerzas que actian sobre m son la fuerza gravitacional y la tension de la cuerda.

Elijamos dos ejes; uno en la direccion de la tangente y el otro en el de la radio y descompongamos el peso
segun estos ejes.
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La componente radial (mgCos0) proporciona la aceleracion centripeta necesaria para mantener a la particula
en movimiento sobre un aro circular; la componente tangencial es la fuerza restauradora que actia sobre
m 'y hace tender a recobrar su posicion de equilibrio.

La fuerza recuperadora es:
F=-mgSen0

Donde el signo menos se debe a que se opone al desplazamiento.

Esta ecuacion no es de mismo tipo que: F = - k x debido a que F es proporcional a Sen 6, y no a 8. Por lo
tanto el movimiento no es un M.A.S.

Sin embargo si el angulo 6 es pequefio, lo cual es cierto si la amplitud de las
oscilaciones es pequefia, Sen 0O es aproximadamente igual a 6 (expresado en radianes

Sen 6 =0
F=-mg6
o x=0L
Fo X
= mgL
=-kx

Por consiguiente, para desplazamientos pequefios la fuerza restauradora es proporcional a la elongacion y
su sentido es opuesto a éste, siendo k = mg/L.

El periodo de un péndulo simple cuando la amplitud es pequeiia esta dada por:
— my; — m
T =2m / / k= 2m ——rs

T =2nm

L
)

' 0 expresado en radianes: 15° = (n*15/180) = 0.26180 rad; y Sen 15° = 0.2582 en DEG.
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Notese que el periodo es independiente de m.

Cuando la amplitud de la oscilacidén no es pequeiia, se puede demostrar que la ecuacion general del periodo

es:
L 1 ) 1 32 )
= — _ 2 (I i 4 (M
T Zn’g [1+225‘en (2)+224256n (2)+]

q,, es el desplazamiento angular maximo. Cuando q_= 15 (separacion total 6 = 30°) el periodo verdadero
difiere en menos del 0.5%.

El péndulo simple proporciona un método conveniente para medir la gravedad sin realizar un experimento
de caida libre, sino so6lo medir el periodo y la longitud del péndulo.

EL PENDULO DE TORSION

Supongamos un disco por un alambre fijo al centro de masas de dicho disco,

En la posicion de equilibrio del disco se marca una linea radial desde su centro hasta P.

Si el disco gira en un plano horizontal hasta la posicion radial R, el alambre se torcerd. El alambre ejercera
un momento recuperador, que tendera a hacerle volver al punto de equilibrio (punto P), proporcional a la
elongacion angular, de modo que:

T1=-k’6

k’ es una constante que depende de las propiedades del alambre y se denomina constante de torsion. El
signo menos indica que el momento esta dirigido en sentido opuesto al movimiento angular 6.

La ecuacion ¢ = - k’q es la condicion del Movimiento Armoénico Angular.

El periodo de la oscilacion, por analogia y en funcion de la inercia 1, con la ecuacion:

T=2 =

= 27 X
SN

T=2 !

= 2T k’

Recordemos que el momento de inercia viene dado por:

Izlcm"l' th
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(para péndulo fisico):

Disco Icm =% m R?

Arillo en torno al eje Icm = m R? (eje horizontal por el centro)
Arillo respecto a cualquier Diam. Icm = m R%/2 (eje vertical por el centro)
Esfera hueca Icm = 2/3 m R?

Esfera solida Icm = 2/5 m R?

Para otros I, ver valores en anexo (note que I en la tabla equivale al_ en la Ley de Steiner)

EL PENDULO FISICO

Se denomina péndulo fisico a cualquier péndulo real que, en contraste con el péndulo simple, no tiene toda
la masa concentrada en un punto.

Un péndulo fisico puede ser cualquier cuerpo rigido soportado de tal forma que pueda oscilar en un plano
vertical en torno a algun eje que pase por uno de sus puntos.

El punto P es un pivote, que se halla separado o desplazado un angulo 6 de su posicion de equilibrio. La
distancia del eje horizontal (pivote) al centro de gravedad cg, es d; el momento de inercia del péndulo
respecto al eje de rotacion es I, y la masa del péndulo es m.

P = pivote
cq = centro de qravedad
d=dist. de Pacq

mg Send o

el momento recuperador para el desplazamiento angular 0 es:
T=-mgdSenH
Que se debe a la componente tangencial de la fuerza gravitacional.

Como es proporcional al Sen 0, en vez de serlo a 0; no se cumple la condicion para el movimiento angular
armonico simple.

Sin embargo, para desplazamientos angulares pequefios, resulta que la aproximacion Senf = 0 es, como
antes una aproximacion excelente, de tal manera que, para amplitudes pequefias:

T=-mgdq
Donde:
k’=mgd

T=k’0
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Por lo tanto, el periodo de un péndulo fisico que oscila con una amplitud pequefia es:

T=2 !

= T k’
T=2 !
- o mgd

Cuando la amplitud es grande, el péndulo fisico realiza un movimiento armonico, pero no arménico simple.

CENTRO DE OSCILACION

Es siempre posible encontrar un péndulo simple equivalente, cuyo periodo sea igual al de un péndulo fisico
dado.

Si L es la longitud del péndulo simple equivalente:

I L
T=2r |[—=2m |—
mgd g

L I

" md

P = pivote

C = centro de oscilacion

En lo que se refiere al periodo de oscilacion, se puede considerar que la masa de un péndulo fisico esta
concentrada en un punto cuya distancia al pivote es L = I/md. Este punto se denomina centro de oscilacion
del péndulo fisico.

Las ecuaciones del M.A.S. pueden deducirse también por un método geométrico.
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SUPERPOSICION DE DOS M.A.S.: IGUAL DIRECCION Y FRECUENCIA

Consideraremos ahora la superposicion, o interferencia de dos movimientos armonicos simples que
producen un desplazamiento de la particula a lo largo de la misma linea.

Veamos primero el caso en que ambos tienen la misma frecuencia que viajan en la misma direccion. Las
ecuaciones de las dos ondas seran:

X1 = OP1 = Alsen(w t+ ¢1)
Xy = OPZ = AzSCIl((D t+ ¢2)
El desplazamiento resultante de la particula esta dado por:

x=0P=x; +x,=ASen(w t + ¢;) + AxSen(w t + ¢,)

§P2’ 4\03

o=t-0 P

..Uv

El angulo entre OP’ y OP’, tiene el valor fijo 6 = f, — f y el vector OP’ tiene una magnitud constante A, y
rota también alrededor de 0 con una velocidad angular w.

Por consiguiente el vector rotante OP’ genera un movimiento arménico simple de frecuencia angular w, y
podemos escribir X = OP’.
x = A Sen(w t + ¢)
De la ecuacion:
x=X;+tX; =A;Sen(wt+ ¢)+ Ay Sen(w t + ¢.)

La amplitud resultante A, podemos calcularla aplicando la ley de los cosenos al vector resultante de los dos
vectores:

A=VA2+A2+2A,A, Cos &

La fase inicial puede encontrarse, por la ley de adicion de vectores tenemos:

A Cos ¢p=A;Cos ¢; + A, Cos ¢,

A Sen ¢ = A;Sen ¢; + A, Sen ¢,
Dividiendo tenemos:
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Al Sen gl + Az Sen gz

t. =
Nl = Cos B, + A, Cos B,

Consideremos ahora algunos casos importantes muy especiales.

Si ¢,= ¢,, entonces =0, y decimos que los dos movimientos estdn en fase. Sus vectores rotantes son
paralelos y tendremos que:

A=A +A,; 0,=0

N s I1+2
/ \ \ ;2
- N
~ _— —_— — t
\ B ! \\ /
AN 4 \ /
- 7 ~ -

Por consiguiente, los dos movimientos armonicos simples interfieren constructivamente ya que sus
amplitudes se suman.

Si ¢,= ¢, + m, entonces 6 = m y decimos que los dos movimientos arménicos simples estan en oposicion.
Sus vectores rotantes son antiparalelos y si por ejemplo A > A .

A=A -A; o=9,

tiermpo

y los dos movimientos armoénicos simples interfieren atenuandose ya que sus amplitud se sustraen.

SUPERPOSICION DE DOS M.A.S.: IGUAL DIRECCION Y DIFERENTE FRECUENCIA

El caso en el cual dos movimientos armoénicos simples en la misma direccion pero con diferente frecuencia
interfieren también tiene importancia.

Consideremos por simplicidad, el caso en el cual ¢, = 0y ¢,= 0; entonces los movimientos estan descritos
por las ecuaciones:

X, = A1 Senw1 t
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X, =A, Senoo2 t

El éangulo entre los vectores rotantes OP)y OP, es ahora:

ot -wt= (0 - )t

Yy no es constante.

Por ello, el vector resultante OP no tiene longitud constante y no rota con velocidad angular constante. En
consecuencia , el movimiento resultante, x = x,+ X, no es armonico simple.

Sin embargo, como observamos en la figura anterior, la amplitud del movimiento es:

A=VAZ+ A2+ 2AA, Cos(or- o)t

y oscila entre los valores A = A + A, [cuando (o, — m,)t = 2v] ¢ A = |A1 - A2| [cuando (w, — w )t = 2vr
+1t]. Se dice entonces que la amplitud es modulada.

La frecuencia de la amplitud de oscilacion se expresa por:

(w1_a’2)=

f= 2n

fi— 12
Y es igual a la diferencia de las frecuencias de los movimientos que interfieren.

En la siguiente figura vemos como varia la amplitud A con el tiempo.

tiempo
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SUPERPOSICION DE DOS M.A.S.: DIRECCIONES PERPENDICULARES

A menudo una particula esta sujeta a dos movimientos arménicos simples lineales perpendiculares entre si.
El movimiento resultante es la suma de las dos oscilaciones independientes.
Consideremos primero el caso en el cual la frecuencia de las vibraciones es la misma; es decir, cuando:
x = Ax Sen (0t + ¢x),
y =Ay Sen (wt + ¢y)
Sin embargo los movimientos x e y tiene diferentes amplitudes y diferentes constantes de fase.

Si las constantes de fase fuesen las mismas, tales que ¢px = ¢y = ¢ (6=0), el movimiento resultante seria una
linea recta.

Esto podemos demostrar analiticamente, ya que si eliminamos a t de las ecuaciones:
X =Ax Sen (ot +¢x)  y=Ay Sen (0t + ¢y)

Dividiendo ambas ecuaciones, ya que ¢x = ¢y = ¢
y _AySen(wt+ @,)

x  ASen (wt+ @)

de donde:
A
Yy
y=-—Xx
Ay
A2= sz n Ayz

Esta es la ecuacion de una linea recta, cuya pendiente es Ay/Ax y el movimiento que resulta es armoénico
simple.

A continuacion mostramos el movimiento resultante para dos casos Ay/Ax = 1 y Ay/Ax=2, cuando ¢x = dy.

A -
Ay Y
] 63.5°
| ol 745 | L 0 |
A, Ay
AJA =1 0x =y AJA =2 — =0y

En estos casos, los desplazamientos x e y alcanzan un maximo al mismo tiempo y un minimo también al
mismo tiempo. Por lo tanto estan en fase.

Si las constantes de fase fuesen diferentes, el movimiento resultante no seria una linea recta.

Por ejemplo, si las constantes de fase difieren en 7/2 (8 = m/2), el desplazamiento x maximo ocurriria
cuando el desplazamiento y es cero y viceversa:
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y = Ay Sen (ot + 71/2) = AyCos wt

Combinada con la ecuacion:
x =Ax Sen wt
Obtenemos:

x2 y2

=1
Azt Az

Que es la ecuacion de una elipse. Si las amplitudes son iguales (Ay/Ax =1), el movimiento resultante es
circular:

x2+y2:1

Para: ¢x = ¢y + 7/2:
/ 3
Q AX | AX
AJA =2 Ox= gy + /2

AyA=1 Ox =y +7/2

Los casos para Ay/Ax =1 y Ay/Ax = 2, para ¢x = ¢y - /4, se muestran a continuacion:

——— oA e
A senT Axseng
=880y

. AJA =2 e
a‘*L}."'F'Lt =] dh_‘— LI:'}' - /4 """5- Ay be Llr} '

Todas las combinaciones posibles de dos movimientos armoénicos simples perpendiculares entre si'y con la
misma frecuencia corresponden a trayectorias elipticas, siendo el circulo y la linea recta casos especiales
de una elipse.

La forma de la elipse depende solamente de la relacion entre las amplitudes Ay/Ax y de la diferencia en
fase entre dos oscilaciones ¢x - ¢y.

El movimiento real puede ser en el sentido de la manecillas de un reloj o en sentido contrario a él,
dependiendo de cual componente se adelante en la fase.

Una manera sencilla de producir dichas trayectorias es por medio de un osciloscopio. En él, los electrones
se deflectan por medio de dos campos eléctricos perpendiculares entre si. La intensidad de los campos
alterna sinusoidalmente con la misma frecuencia, pero sus fases y amplitudes pueden variarse. De esta
manera se puede hacer que los electrones tracen sobre una pantalla fluorescente las diferentes trayectorias.
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Si dos oscilaciones de diferente frecuencia se combinan perpendicularmente entre si, el movimiento
resultante es mas complicado. El movimiento no es ni siquiera periddico, a menos que las frecuencias de
las dos componentes w y w, estén en relacion de dos nimeros enteros. (figuras de Lissajous).

OSCILACIONES DE DOS CUERPOS

Recordemos que teniamos como un ejemplo de un oscilador arménico simple, una masa fija a un resorte y
éste a una pared. k es la constante elastica del resorte.

F=-kx

La pared esta conectada rigidamente a la tierra, de tal forma que este sistema es, en realidad, un sistema de
dos cuerpos, conectados mediante un resorte, y en el que uno de los dos cuerpos tiene una masa infinita.

La extension del resorte (longitud) queda determinada s6lo por el movimiento de la masa m.

En la naturaleza ocurren, a menudo, sistemas oscilantes de dos cuerpos en los que no se puede considerar
que una de las masas es infinita.

Algunos ejemplos lo constituyen las moléculas diatomicas tales como el Hp, CO, HCI, etc., que pueden
oscilar a lo largo de su eje de simetria. El acoplamiento entre los atomos que constituyen a estas moléculas
es electromagnético, pero podemos imaginar, para nuestros propositos que estan conectados por pequefios
resortes sin masa.

Un aspecto sorprendente en las oscilaciones de los sistemas de dos cuerpos, es que las oscilaciones todavia
pueden describirse con las mismas ecuaciones que se obtuvieron para el sistema de un cuerpo simplemente
redefiniendo términos e introduciendo un nuevo concepto (el de la masa reducida). A continuacion lo
demostraremos.

Consideremos dos cuerpos m, y m, conectados mediante un resorte (sin masa) de constante k; el sistema
puede oscilar en una superficie horizontal sin friccion.

X1 |
1
Mo k my
=xgexzaxcamil|II
u] i
—_— L—
F -F

Los extremos del resorte se localizan con las coordenadas x| oY X tal como se muestra.
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La longitud del resorte en un instante dado es x, - x,. Si la longitud normal relajada es L, el cambio en la
longitud x(t) del resorte queda determinado por:

x=(x,-%x,)-L
Longitud en cualquier instante = x, - X,
Longitud del resorte relajadao =L
Cambio en la longitud = x = (x, - x,) - L
Si:
x>0 (xes+) el resorte esta estirado,
x=0 el resorte esta relajado,
x<0 (xes-) el resorte esta comprimido.

La fuerza F que ejerce sobre la masa m, es idéntica a la ejercida sobre m,, pero de sentido contrario.

Aplicando la segunda ley de Newton (F = ma) a las masas m, y m,:

F=-kx
d?x,

my F = —kx
d?x,

m, F = +kx

Multiplicando la primera ecuacion por m, y la segunda por m, y restindolas, obtenemos:

d’x;
mym, TR —kx m,

que puede escribirse como:

Llamemos masa reducida del sistema a la cantidad que tiene dimensiones de masa, y representémosla por

el simbolo u, es decir:
mim;
W= ———-"
mq + m,
Como L es constante:
d?(x; —x;)  d’x
dt? T dt?
ya que:
Xx=(x;-X)-L
y entonces:
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d?(x1-x
(x1—x2) _ —k x;
dt?

d?%x
= —kx
H dt?

d2x+k “ o
dt? ux_

Esta ecuacion tiene una forma idéntica a la ecuacion:

d2x+k _ o
dt? mx_

que se obtuvo para la oscilacion del cuerpo unico.

Las diferencias son:

1. laxen laecuacion: dx/dt® + (k/m) x = 0 es el desplazamiento relativo de los dos cuerpos respecto de

su posicion de equilibrio, y

De la ecuacion:

podemos escribir:

1. law es la masa reducida de la pareja de cuerpos, en vez de ser la masa de un solo cuerpo.

mpm,
= my +m,
1 1 1
_ = — 4 —

p my mp

notese que U siempre €s menor que m, o m, (para masas finitas); de ahi su nombre de masa reducida.

Siguiendo los mismos pasos que antes, obtenemos:

para un so6lo cuerpo

x =A Sen(wt + ¢)
v =wA Cos(wt + ¢)
a=-w? A Sen(wt + )

para dos cuerpos oscilantes

x =A Cos wt
v =- wA Sen wt
a=-w?>ACos wt

Donde:
x=(x,-x,)-L
V=V, -V,
a=a -a
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EL MOVIMIENTO ARMONICO AMORTIGUADO

Hasta ahora hemos supuesto que sobre el oscilador no actuan fuerzas de friccion. Si esto fuese cierto, un
péndulo oscilaria indefinidamente.

En la realidad, la amplitud de la oscilacion disminuye poco a poco hasta ser cero, como resultado de la
friccion.

Se dice que el movimiento esta amortiguado por la friccion y se llama Movimiento Armoénico Amortiguado.

En la mayoria de los casos, la fuerza de friccion (resistencia del aire o fuerzas internas) es proporcional a la
velocidad del cuerpo, pero su sentido es opuesto al de ella.

Consideremos un oscilador arménico amortiguado:

P

La ecuacion del movimiento del oscilador armonico amortiguado queda determinada por la segunda ley de
Newton (F=ma) en la que F es la fuerza restauradora -kx y la fuerza de amortiguamiento es:

- b dx/dt
En la que b es una constante.
De aqui se obtiene: Fema
" b dx d?x
TP T are
LI S
e ac T

si b es pequeiia, la solucion de esta ecuacion diferencial es:

L
x=Ae @mY Cos (w't+ @)
Donde:
w=2xnf
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2
o= o= (lom)
m 2m
Cuando existe friccion, la frecuencia es menor y el periodo mayor. La friccion hace mas lento al movimiento.

Si no hubiera friccion, b seria igual a cero: y 2md = Vk/m , que es la ecuacion de la frecuencia angular del
movimiento sin amortiguacion.

En el movimiento armdnico amortiguado, la energia del oscilador es disipada poco a poco por la friccion y
tiende al valor cero conforme transcurre el tiempo.

El movimiento armoénico amortiguado
como fusién del tiempo. El movimiento
es oscilatorio, con una amplitud
que disminuye continuamente. La
amplitud(— — —) parte de un valor A
y disminuye expontencialmente a cero
conforme t — o

b
A=Age @t

Si:b=0

t — infinito

A — A = constante

OSCILACIONES FORZADAS Y RESONANCIA

Hasta ahora s6lo se han discutido las oscilaciones naturales de un cuerpo, es decir las oscilaciones que
ocurren cuando un cuerpo es desplazado de su posicion de equilibrio y después se lo suelta. En una masa
unida a un resorte, la frecuencia natural cuando no hay friccion es:

y en presencia de una fuerza de friccion pequefa:
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Sin embargo, se presenta una situacion diferente cuando un cuerpo estd sometido a la accidon de una fuerza

oscilatoria externa.

Las oscilaciones resultantes reciben el nombre de oscilaciones forzadas. Tales oscilaciones forzadas tienen

o' =2nf' = % — (b/Zm)2

la frecuencia de la fuerza externa 'y no la frecuencia natural del cuerpo.

La ecuacion del movimiento de un oscilador forzado se obtiene de la segunda ley del movimiento. Ademas
de la fuerza restauradora -kx y de la fuerza de amortiguamiento -bdx/dt, existe también la fuerza oscilatoria

aplicada desde el exterior.

Por simplicidad consideremos que la expresion de esta fuerza es:

F= FmCOS ot

donde F _ es el valor maximo de la fuerza externa. La frecuencia angular es:

A partir de:

Ordenando:

La solucidn a esta ecuacion es:

donde:

0" =2mf"

F=ma

kx—b 4+ F Cosw't d*x
— X —D— oS W = m —::
dt m dt?

d2x+bdx+k E,C "t
m — —_— X = oS W
dt? dt m

X = F?mSen(a)"t— @)

D
|

= \/mz(w”2 —w?)+ b*w'?

@ = ArcCos (b(z”)
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A= PG

3 Finlk

2Fmik|

Fmlk

®” = frecuencia impulsora
= frecuencia natural no amortiguada

Cuando b=0 la amplitud se vuelve indefinida cuando w=w ” debido a que la fuerza plicada esta suministrando
energia al sistema en forma continua, que no se disipa.

Un conjunto de soldados que marchan sobre un puente, pueden hacer que éste vibre con una amplitud
destructiva, si ocurre que la frecuencia de sus pasos coinciden con alguna frecuencia natural del puente.
Es es la razon por la que los soldados rompen marcha al pasar un puente.

El primero de julio de 1940 se termino el Tacoma Narrows en Puget Spund, Washington, y se abrid el trafico.
Tan solo cuatro meses después, un ventarréon moderado puso al puente en oscilacion, hasta romper al tramo
principal, que se desprendi6 de los cables y cay6 al agua, El viento produjo una fuerza resultante cuyas
fluctuaciones entraron en resonancia con la frecuencia natural de la estructura.esto provocod un aumento
continuo en la aplitud, hasta destruir al puente. Después de este accidente, se redisefiaron muchos otros
puentes para hacerlos aecrodinamicamente estables.
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CAPITULO I

ELASTICIDAD

FATIGA

En fisica I, hemos estudiado el movimiento de un cuerpo rigido, pero habiamos considerado que los cambios
de forma del cuerpo eran tan pequefios que no los habiamos tenido en cuenta.

Las sustancias reales, sin embargo, siempre son algo sensibles a la influencia de las fuerzas aplicadas, de
modo que vamos a desarrollar modelos que permitan describir la relacion entre la deformacion de las
sustancias reales y las fuerzas que producen estas deformaciones.

En éste capitulo nos limitaremos a considerar magnitudes que son directamente medibles, sin intentar
ninguna explicacion molecular detallada del comportamiento observado.

Consideremos una barra de seccion recta 4 uniforme, y sometida en sus extremos a tracciones iguales y
opuestas F.

Vemos que la barra esta sometida a una tension. Puesto que cualquier porcion de la barra se encuentra en
equilibrio, la parte situada a la derecha de dicha seccion ha de tirar de la parte izquierda con una fuerza F, y
viceversa.

La fatiga S en la seccion se define como la razon de la fuerza F al 4rea A:
Fatiga = F
atiga = -

La fatiga se denomina tensora, lo que significa que cada parte tira de la otra., y se denomina también normal,
porque la fuerza distribuida es perpendicular a la superficie. Unidades de fatiga son: N/m?, dina/cm?, etc.

Consideremos ahora una seccion de la barra en un direccion arbitraria:

Ahora la fuerza esta distribuida sobre un area A' mayor y no es perpendicular a la seccion. Si representamos
por un solo vector de moédulo F la resultante de las fuerzas distribuidas, este vector puede descomponerse en
una componente normal a la superficie A', y en otra componente tangencial a la misma.

La fatiga normal se define, igual que antes, como la razon de la componente perpendicular al area A'.

La relacion de la componente paralela al area A' se denomina fatiga tangencial o fatiga cortante:
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Fuerza perpendicular _ F

Fatiga normal = U =7

Fuerzaparalela F
A vy

Fatiga cortante =

La fatiga no es una magnitud vectorial, ya que, a diferencia de la fuerza, no puede asignarsele una direccion
especifica. La fatiga pertenece al tipo de magnitudes fisicas denominadas tensoras.

Una barra sujeta a empujes en sus extremos, se dice que esta sometida a compresion.

La fatiga es también una fatiga normal, pero ahora es compresora.

Consideremos ahora un bloque de seccion cuadrada, sometido a una fatiga. Sobre el bloque actian dos pares
iguales y opuestos producidos por las parejas de fuerzas Fx y Fy distribuidas sobre sus superficies.
F.

H

]

El bloque en conjunto se encuentra en equilibrio, y cualquier parte de €l estd asi mismo en equilibrio.

Asi las fuerzas distribuidas sobre las partes diagonales han de tener una resultante F' cuyas componentes seran
FxyF,.

Las fatigas son por tanto compresion y tension puras, aunque en la base tengamos todavia tensiones cortantes.

DEFORMACION UNITARIA

La expresion deformacion unitaria se refiere a la variacion relativa de la forma o dimensiones de un cuerpo
sometido a fatiga.

A cada clase de fatiga descrita en la seccion precedente corresponde un tipo de deformacion unitaria.

Si representamos una barra de longitud Lo y que se alarga hasta L cuando se ejercen tracciones iguales y
opuestas en sus extremos.
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El alargamiento no tiene lugar s6lo en los extremos, sino que cada elemento se alarga en la misma proporcion
que lo hace la barra entera.

La deformacion unitaria por tension de la barra se define como la razon del aumento de longitud inicial:

L— L, AL
Ly Lo

Deformacion unitaria =

De la misma manera la deformacion unitaria por compresion se define como la razoén de la disminucion de
longitud a la longitud inicial.

Cuando actuan fatigas cortantes sobre las caras de un bloque, la deformacion unitaria correspondiente se
denomina deformacion unitaria cortante, y se define como la razon del desplazamiento de un vértice a la
dimension transversal respectiva:

x
Deformacion unitaria cortante = 7

Al igual que los otros tipos de deformacion unitaria, la deformacion unitaria cortante es un numero abstracto.
Finalmente la deformacion unitaria producida por una presion hidrostatica, o deformacion unitaria por

unidad de volumen, se define como la razon del cambio de volumen AV al volumen inicial V, y es también un
numero abstracto.

AV
Deformacion unitaria por unidad de volumen = 7

ELASTICIDAD Y PLASTICIDAD

La relacion existente entre cada uno de los tres tipos de fatiga y su correspondiente deformacion unitaria
desempeiia importante papel en la rama de la fisica denominada teoria de la elasticidad, o en su homologa
técnica, la resistencia de materiales.
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Dos de los materiales mas importantes actualmente en la ciencia y en la técnica son el metal y el caucho
vulcanizado.

Existen muchas variaciones en el comportamiento elastico de los metales. La siguiente figura muestra un
diagrama tipico para un metal ductil.

Limite

Limnite elastico
de propor- !:; l
cionalidad

ﬁ |
punto de
ruptura

Fatiga
Fatiga

caompotrtamiento plastico

cornportarmiento elastico

Defarmacion
unitaria permanents >

>
0% 0% 0 TO0E

Defarmacian unitaria Deformacidn unitaria

La fatiga es de tipo tensor y la deformacion unitaria es el porcentaje de alargamiento.

Durante la primera parte de la curva (hasta una deformacion inferior al 1%), la fatiga y la deformacion
unitaria son proporcionales, hasta el punto a, conocido con el nombre de limite de proporcionalidad. Este
hecho en el que haya una region en la cual la fatiga y la deformacion unitaria son proporcionales se denomina
ley de Hooke.

De a a b, la fatiga y la deformacion unitaria ya no son proporcionales, sin embargo si se suprime la carga en
cualquier punto comprendido en 0 y b, la curva es recorrida hacia atras y el material puede recuperar su
longitud inicial.

Entre los puntos 0y b, se dice que el material es eldstico, o que presenta comportamiento eldstico, y el punto
b se denomina limite eldstico.

Si se sigue cargando el material, la deformacion unitaria aumenta rapidamente y, al suprimir la carga en un
punto situado mas alla de b, por ejemplo el punto ¢, el material no recupera su longitud inicial, sino que
recorre la linea de trazos. A partir de este punto se dice que el material tiene deformacion permanente.

Un incremento de la carga mas alla de ¢ origina un gran aumento de la deformacion unitaria, hasta que se
alcanza el punto d, donde tiene lugar /a ruptura. De b a d se dice que el metal experimenta deformacion
plastica.

Si entre el limite eléstico () y el punto de ruptura(d) tiene lugar una gran deformacion plastica, el metal se
llama ductil, mientras que si la ruptura ocurre poco después del limite elastico, el metal se denomina fragil.

En la figura anterior (a la derecha) representamos una curva fatiga - deformacion unitaria para una muestra
tipica de caucho vulcanizado estirada mas de siete veces su longitud inicial.
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En ninguna parte de esta curva es la fatiga proporcional a la deformacion unitaria. Sin embargo, la sustancia
es elastica en el sentido de que, cuando se suprime la carga, la curva fatiga deformacion unitaria no es
recorrida en sentido contrario, sino que sigue la curva de trazos.

La falta de coincidencia de las curvas que corresponden, respectivamente, a las fatigas creciente y decreciente
se denomina histéresis eldastica. (histéresis magnética en las sustancias magnéticas).

El trabajo realizado sobre el material para deformarlo es siempre mayor al trabajo recuperado en el retorno.

La gran histéresis elastica de algunos tipos de gomas hace que estos materiales sean muy adecuados para
absorber vibraciones.

Si se coloca por ejemplo un bloque de goma dura entre una pieza de una maquina vibrante y el suelo, durante
cada ciclo de vibracion tiene lugar histéresis elastica. La energia mecéanica se convierte en una forma
denominada energia interna, lo que pone de manifiesto una elevacion de temperatura. El resultado, so6lo una

pequena cantidad de energia vibrante se transmite al suelo.

La fatiga necesaria para producir la ruptura real de un material se denomina fatiga de ruptura.

MODULO DE ESLASTICIDAD

La fatiga necesaria para producir una deformacién unitaria dada depende de la naturaleza del material de que
se trate.

La razon de la fatiga a la deformacion unitaria, o sea la fatiga por deformacion unitaria unidad, se denomina
modulo de elasticidad del material.

Cuanto mayor es el modulo de elasticidad, tanto mayor es la fatiga necesaria para producir una deformacion
unitaria dada.

Consideremos en primer lugar fatigas y deformaciones unitarias longitudinales (tensoras o compresoras). La
experiencia demuestra que, hasta el limite de proporcionalidad, una fatiga longitudinal determinada produce

una deformacion unitaria, que es siempre la misma.

Por consiguiente, para un material dado, la razon de la fatiga tensora a la deformacion unitaria por tension es
igual a la razon de la fatiga compresora a la deformacion unitaria por compresion.

Esta razon se denomina Modulo de Young del material:

fatiga tensora

"~ Deform. Unit.por tension

fatiga compresora

B Deform.Unit.por compresion

_ F/A
~ AL/L,
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Si no se sobrepasa el limite de proporcionalidad, la razon de la fatiga a la deformacion unitaria es constante, y
la ley de Hooke equivale, por tanto, a decir que: dentro del limite de proporcionalidad, el modulo de
elasticidad de un material dado es constante, dependiendo solamente del tipo de material.

Las unidades del médulo de Young son las mismas que las de la fatiga, fuerza por unidad de area.

Cuando se alarga un material por accion de una fatiga tensora, las dimensiones perpendiculares a la direccion
de la fatiga se acortan en proporcion al cambio relativo de longitud. Si w es la anchura inicial y Aw el cambio
de anchura, entonces:

Aw AL
—_— = —g —

) L
Donde o es una constante adimensional caracteristica del material denominado Coeficiente de Poissson..

Para muchos materiales, ¢ tiene un valor comprendido entre 0,1 y 0,3. Analogamente, un material sometido
a fatiga compresora se "abomba" lateralmente o pandea, y el cambio relativo viene dado por la misma
ecuacion.

Dentro de la region en que se cumple la ley de Hooke, se define el Mddulo de Rigidez S, de un material como
la razon de una fatiga cortante a la deformacion unitaria cortante que produce:

fatiga cortante
~ Deform. Unit. cortante

El moédulo de rigidez de un material se expresa también como una fuerza por unidad de area. Para la mayoria
de los materiales este modulo es igual a la mitad o a un tercio del de Young. Al médulo de rigidez se le
denomina también como el Modulo de Torsion..

La definicion mas general del modulo de rigidez es:

_dF/A _ hdF

" dx/h - Adx

donde dx es el aumento de x cuando la fuerza cortante aumenta en dF.

El modulo de rigidez solo tiene significado para los materiales s6lidos. Un liquido o un gas no pueden
soportar permanentemente una fatiga cortante, y fluyen bajo la accion de la misma.

El modulo que relaciona una presion hidrostatica con la deformacion unitaria de volumen que produce se
denomina Modulo de compresibilidad.

El médulo de compresibilidad es la razon de un cambio de presion a la deformacion unitaria de volumen

producida:
dpP dpP

F=—anw="w

El signo menos se incluye porque un aumento de presion causa siempre una disminucion de volumen.
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El cambio de volumen de un s6lido o un liquido sometido a presion es tan pequeiio que el volumen V puede
considerarse constante. Siempre que la presion no sea demasiada grande, el modulo de compresibilidad de un
so6lido o un liquido es considerado constante. Por el contrario el volumen de un gas cambia notablemente con
la presion.

El valor inverso del modulo de compresibilidad se denomina coeficiente de compresibilidad:

1 av/v _ 1dv

f=m=———=———

g dp ~ VdP

El coeficiente de compresibilidad de una sustancia es, pues, igual a la disminucion relativa de volumen, por
unidad de incremento de presion.

CONSTANTE RECUPERADORA

Los distintos modulos de elasticidad son magnitudes que representan las propiedades elasticas de un material
particular, pero no indican directamente cuanto se deforma cierta barra, cable o resorte, construido de cierto
material.

De la ecuacién:

F=—AL
L YA . .,
o bien si se reemplaza T poruna sola constante k y se sustituye la elongacion AL por x:
0
F=kx
En otras palabras, el alargamiento de un cuerpo sometido a tension, por encima de la longitud
correspondiente al cuerpo descargado, es directamente proporcional a la fuerza tensora. La ley de Hooke se

enuncio6 primero en esta forma, en lugar de expresarla en funcion de la fatiga y de la deformacion unitaria.

La constante k, o razén de la fuerza al alargamiento, se denomina constante recuperdora o constante de
rigidez del resorte. Numéricamente, es igual a la fuerza necesaria para producir un alargamiento unidad.

La razén del alargamiento a la fuerza, es decir el alargamiento por unidad de fuerza, se denomina docilidad
del resorte. Es la inversa de la constante recuperadora.
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CAPITULO III

HIDROSTATICA

LOS FLUIDOS

El término hidrostatica se aplica al estudio de los fluidos en reposo y la palabra hidrodinamica, al estudio de
los fluidos en movimiento.

Un fluido, es una sustancia que puede fluir, de tal forma que el término fluido incluye a los liquidos y a los
gases.

Sin embargo, tal clasificacion no es tajante; algunos fluidos, como el vidrio o el alquitran, fluyen tan
lentamente que se comportan como si fuesen solidos.

Los plasmas, que son gases muy ionizados, no se ajustan facilmente a estas categorias y a menudo se le lama
el cuarto estado de la materia, para distinguirlo, del estado sélido, liquido y gaseoso.

Sin embargo en este curso, definiremos a un fluido como normalmente se entiende y s6lo nos interesaran
aquellas propiedades de los fluidos con su habilidad para fluir.

Un fluido es una sustancia que se deforma continuamente cuando se somete a una tension de cortadura por
muy pequeiia que ésta sea. (recordemos que una fuerza cortante es la componente tangencial a la superficie
de la fuerza).

Los fluidos son cuerpos que cambian facilmente su forma, no resisten fuerzas laterales.

LA PRESION Y LA DENSIDAD

Existe una diferencia en la manera en que una fuerza superficial actiia sobre un fluido y sobre un sélido.

En un sélido no hay ninguna restriccion respecto a la direccion de la fuerza, pero en un fluido en reposo, la
fuerza superficial debe estar siempre dirigida perpendicularmente a la superficie de dicho fluido.

Un fluido en reposo no puede soportar una fuerza tangencial, ya que en este caso, las diferentes capas de
fluido resbalarian unas sobre las otras.

Es conveniente describir las fuerza que actia sobre una fluido especificando la presion.

La presion es la fuerza normal por unidad de superficie.

Para entender el concepto de presion, basta pensar en el efecto distinto que tiene la misma fuerza (el peso del
cuerpo humano por ejemplo) que actiia cuando se apoya el cuerpo sobre una cama de 100 clavos (fakir), o

sobre una cama de 1 millon de clavos (experiencia que podemos resistir hasta los no fakires). En los dos
casos es distinta la superficie de apoyo y la misma fuerza produce distintas presiones.
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Consideremos una superficie cerrada, conteniendo un fluido,

Normal
La presion queda definida por:
P dF
- dA
0 en términos generales:
b F
A

La presion es una cantidad escalar. Su unidad en el SI es el Pascal (Pa); 1Pa=1N/m?; otras unidades de la
presion son:

1 atm = 1.0133x10° Pa (N/m?)
— 14.669 Ibf/plg? (PSI)
=1.033 Kg/cm?

=760 mmHg
=1.0133 bar

Una segunda magnitud conveniente para describir fluidos es la densidad.

La densidad de un fluido homogéneo, es la relacion de la masa del fluido, contenido en la unidad de volumen.

m
P=7
En términos mas exactos:
dm
P="av

La densidad de un gas, depende en general de la temperatura y de la presion:

p=p@,T)

La densidad de los liquidos varia muy poco en grandes intervalos de P y T, para propoésitos de este curso,
podremos considerarla constante.
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LA VARIACION DE LA PRESION EN UN FLUIDO EN REPOSO

Consideremos un pequefio elemento de volumen que estd sumergido totalmente dentro de la masa del fluido.

Consideremos que el elemento es una ldmina delgada de espesor dy, cuyas caras superior e inferior tienen un
area A.

Si pes la densidad del fluido, la masa del elemento es pV 6 p Ady, y su peso es dW = pgAdy.
Las fuerzas que ejerce el fluido que rodea al elemento son, en cada punto perpendiculares a su superficie.

La fuerza horizontal, resultante es cero, ya que el elemento no tiene aceleracion. Las fuerzas horizontales son
debidas solo a la presion del fluido.

Por simetria la presion es la misma en todos los puntos del plano horizontal.
Las fuerzas verticales, se deben no sélo a la presion del fluido, sino también al peso del elemento.
Si P es la presion sobre la cara inferior y (P + dP) sobre la cara superior,
fuerza hacia arriba = PA

fuerza hacia abajo = (P+dP)A + dw
donde dw es el peso del elemento.
Como el elemento no tiene aceleracion vertical:

XFy=0
(P+dP)A +dw=PA

(P +dP)A + pgAdy = PA

dP=-pgdy
dP
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Esta ecuacion indica la forma en que la presion en un fluido varia con la altura. A medida que esta altura
aumenta (dy positiva) la presion decrece (dP negativa).

La cantidad pg se llama a menudo peso especifico del fluido:
Y=pP8
v es el peso especifico o peso por unidad de volumen. Las unidades son:
p [=] Kgw/m’
v [=] Kgi/m?®
La densidad relativa (o gravedad especifica de una sustancia se define como):

peso de la sustancia
D.R.=

peso de igual volumen de agua

D.R peso especifico de la sustancia

peso especifico del agua

Ambos pesos evaluados a la misma temperatura.

Si Pies la presion en el punto 1, correspondiente a una altura yi, P> la presion en el punto 2, correspondiente a
una altura y, sobre un determinado nivel de referencia, podemos integrar la ecuacion:

dP B
o ~PI
P.=Po
A
h= Y2-YVi1
y2 P,
Yi
N

Nivel de referencia, y =0

En los liquidos, p es practicamente constante ya que los liquidos son practicamente incompresibles y las
diferencias de nivel (y, - y,) rara vez son tan grandes como para que se tengan que considerar cambios en g.
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Tomando g y p constantes:
P-Pi=-pely,-y)

Si un liquido tiene una superficie libre, un vaso abierto, un estanque, un lago, etc. la presion en el punto 2 es
la presion atmosférica Po.

Po-P=-paly,-y)
Si hacemos que P, = P:

P=Po+pg(y,-y)
(y, - y,) es la profundidad %, por debajo de la superficie, entonces:
P =Py + pgh
Lo que muestra que la presion es la misma en todos los puntos situados a la misma profundidad.

Obsérvese que la forma del recipiente no afecta a la presion.

En los gases, p es comparativamente pequefia y la diferencia de presion entre dos puntos generalmente es
despreciable. Por lo tanto en un recipiente que contenga algun gas podemos considerar a la presion como si
fuese la misma en todos sus puntos. Sin embargo, este no seria el caso si y, - y, fuese muy grande. La
presion de la atmosfera varia notablemente a medida que ascendemos a grandes alturas. En dichos casos, la
densidad varia con la altura y antes de que podamos integrar la ecuacion anterior debemos conocer p (y
también g) como una funcion de y.

EL PRINCIPIO DE PASCAL Y EL PRINCIPIO DE ARQUIMIDES

Supongamos un cilindro que contenga un liquido, el cilindro esta provisto de un piston al cual podemos
aplicar cualquier presion externa P.

La presion P en cualquier punto que esté a una distancia 4, viene dada por:
P=Py+ pgh

Si la presion Py es aumentada (ajustando el émbolo) la presion P aumenta exactamente en ésa misma
cantidad.
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este resultado fue enunciado por Blaise Pascal y se llama Principio de Pascal, que generalmente se 1o expresa
de la siguiente manera:

La presion aplicada a un fluido contenido en un recipiente se transmite integramente a toda porcion de dicho
fluido y a las paredes del recipiente que lo contiene..

El funcionamiento de la prensa hidraulica se basa en el Principio de Pascal.

f F

Area=A

P*
T a TP*A

Aceite

Un piston de seccion transversal pequefia a, se utiliza para ejercer una pequefia fuerza f sobre un liquido (por
ejemplo aceite).

La presion P = f/a se transmite a lo largo de un tubo, a un cilindro més ancho provisto también de un piston
de area 4. Como la presion es la misma en ambos cilindros:

La prensa hidraulica es un dispositivo para multiplicar la fuerza con una ventaja mecanica ideal, igual a la
razon de las areas de los dos pistones.

Los sillones de los dentistas, los gatos hidraulicos, los frenos hidraulicos, estan basados en este principio.

La experiencia comin nos muestra que entre los cuerpos sumergidos en un fluido, algunos se hunden mas y
otros son empujados hacia la superficie y flotan.

El origen de este empuje hacia arriba es la resultante de las fuerzas de presion ejercidas por el fluido sobre el
cuerpo.

Consideremos un cuerpo irregular sumergido en un fluido.
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El fluido ejerce una presion sobre todas las partes de la superficie del cuerpo que estan en contacto con el
fluido. La presion es mayor sobre las partes sumergidas a mayor profundidad.

La resultante de todas las fuerzas es una fuerza dirigida hacia arriba y es denominado empuje sobre el cuerpo
sumergido.

La presion sobre cualquier parte del cuerpo no depende del material de que esta hecho el cuerpo.

Supongamos que el cuerpo, o la parte que estd sumergida, se reemplaza por un fluido igual al que lo rodea.
Este fluido experimentara la presion que actia sobre el cuerpo sumergido y permanecera en reposo.

Por lo tanto la fuerza resultante hacia arriba que act@ia sobre €él, serd igual a su peso mg que actuard
verticalmente hacia arriba a través de su centro de gravedad.

De aqui se deduce el Principio de Arquimedes:

Un cuerpo total o parcialmente sumergido en un fluido es empujado hacia arriba con una fuerza que es igual
al peso del fluido desplazado por dicho cuerpo.

La fuerza que actua verticalmente pasa a través de su centro de gravedad del fluido antes de ser desplazado.

MEDIDA DE LA PRESISON

Las técnicas de medicion de la presion, se basan en medir la diferencia entre la presion en objeto y la presion
atmosférica.

Los aparatos utilizados para este fin se llaman manometros.

Un ejemplo de mandmetro es el que utilizan los médicos para medir la presion arterial de la sangre, aunque
muchos de ellos no sepan lo que miden. No es raro escuchar que la presion es "13" 6 "130", 6 "1.3" y si uno
pregunta ;13 que? hasta le pueden contestar 13 atmoésferas o 13 cmHg. Lo que se mide en realidad es la
diferencia entre la presion arterial y la atmosférica que es en general entre 80 y 150 mmHg.

Esta unidad mmHg, viene del aparato que ided Evangelista Torricelli para medir la presion atmosférica.

Torricelli llen6é un tubo de vidrio con mercurio, después lo invirtid (sin dejar entrar aire) en un bafio de
mercurio y vio que la columna bajaba hasta 760 mm de altura (al nivel del mar)

N

y2
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El espacio que queda por encima de la columna de mercurio, contiene solamente vapor de mercurio, cuya
presion, a la temperatura ambiente, es tan pequefia que puede despreciarse.

Po - pg(y2 - y1)

Py -pgh

La presion de una atmosfera, (1 atm), se define como la presion equivalente a la ejercida por 76 cm exactos
de mercurio, a 0 °C cuando actfia la gravedad patron g = 980.665 cm/sec?. La densidad del mercurio a esta
temperatura es de 13.595 gr/cm’.

Por tanto, 1 atm es igual a:

1 atm = 13.595 gr/cm® x 980.665 cm/sec® x 76 cm
=1.013x10° N/m? (=1.013 x10° Pa)
= 14.7 Ibf/plg? (psi)

A menudo las presiones se especifican dando la altura de una columna de mercurio a 0 °C, dando origen a la
expresion cm de Hg (o plg de Hg); sin embargo hay que tener en cuenta que la presion es la relacion entre la
fuerza y area, y no es una longitud.

1 atm = 76 cmHg = 29.92 plg Hg
=10.33 m de agua.

Las fluctuaciones de la presion atmosférica son un indicador del estado del tiempo, si la presion sube, el
tiempo mejora. De aqui el uso del bardmetro como indicador del tiempo.

Un tipo de mandmetro sencillo es el de tubo en "U", abierto en una rama y con el otro conectado al sistema a
medirse.

P»=Py

Recipiente b=

y2

Presion Py

Y1
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La presion en el fondo de la columna de la izquierda es: P + pgyi,
En el fondo de la columna de la derecha es: Po + pgyo,

Como ambas presiones se refieren al mismo punto:
Ptpgy =Potpgy,
P-Po=pgly, -y)
P-Py=pgh

La presion P es la denominada presion absoluta, mientras que la diferencia (P - Py) se denomina presion
manometrica.

FUERZAS CONTRA UN DIQUE

Consideremos un dique, en cual el nivel del agua alcanza una altura H. EI agua ejerce una fuerza resultante
que tiende a deslizar al dique a lo largo de su base y ejerce un cierto momento que tiende a volcar el dique
alrededor del punto 0.

Se desea calcular la fuerza horizontal resultante y la altura a la que actuia esa fuerza, asi como su momento.

Representemos la cara del dique que se encuentra frente a la masa de agua.

'

-
—HF
'

N

I
R

P =pg(H-y)
(No es necesario tomar en cuenta la presion atmosférica, porque también actiia sobre el otro lado del dique).
La fuerza contra el elemento dy es:
dF = PdA = pg(H-y)dA

dF = pg(H-y)Ldy
La fuerza total es:
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deZTpg(H - y)Ldy
0 0

H H )
F= poll[Hoy - [yay1= pally - ¢
0 0
H2
F= pgl(H - )
2
F=1yLu?

Para calcular la altura y por encima de 0, a la cual actaa la fuerza F, debemos calcular el MOMENTO DE LA
FUERZA dF, respecto a un eje que pasa por el punto 0:

dM=ydF=pg(H-y)yLdy

M M
[am = [ogH - yyiay
0 0

M=peL (THydy-Tyzdy)

M = pgL [1/2 H? - 1/3H3]
M=1rL H?
Y, la altura y a la cual actia la fuerza resultante F sera:
M=yF ; y =M/F

) pgLH®

 JpglH?
y=1/3H

Por lo tanto, la linea de accion de la resultante se encuentra a 1/3 de la altura por encima del punto 0; 6 a 2/3
de la altura por encima del punto 0; o a 2/3 de la superficie libre.
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Ejemplo: Disefio de un dique tomando en cuenta el empuje ascensional hidrostatico. L =1 m

2 m

ﬁk I3m

A

20 m
18 m

A
v

12m

El empuje ascensional hidrostatico, puede suponerse que vale la mitad de la presion hidrostatica en el borde
aguas arriba decreciendo linealmente hasta valer cero en el borde aguas abajo de la presa.

EMPUJE ASCENSIONAL HIDROSTATICO = 1/2*20y*(12+2)*1/2*1
EMPUJE ASCENSIONAL HIDROSTATICO =70y

Rx = TENSION DE CORTADURA (realizando sumatorias en el eje x)
Rx =200y
Ry = fuerza hacia arriba
Ry = peso de la presa - empuje ascensional hidrostatico
Ry=Wj+W2-10y

*Mo=0
IMo=RyX - 200y * 20/3 - W1*1 - Wp*6 + 70y *4.66
X=28,95m
Cuando la resultante R, cae en el tercio central de la presa, el esfuerzo es un esfuerzo de compresion. Debido

a que el hormigdén no debe trabajar a extension, en un buen proyecto la resultante debe caer en el tercio
central de la base.

TENSION SUPERFICIAL

Un liquido que fluye lentamente por el extremo de un cuentagotas no sale en forma de chorro continuo, sino
como una sucesion de gotas.

Es un experimento sencillo colocar una aguja pequeiia en la superficie en reposo de un liquido y observar
como es soportada en la superficie. Cuando un tubo de vidrio, limpio y de pequefio calibre, se sumerge
dentro del agua, el agua se eleva en su interior; pero si se sumerge en mercurio, el mercurio desciende.
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Estos fenomenos estan relacionados con la existencia de una superficie limite entre un liquido y alguna otra
sustancia.

En la superficie de contacto entre liquido y gas parece formarse en el liquido una pelicula o capa especial,
debida en apariencia a la atraccion de las moléculas del liquido situadas por debajo de la superficie.

Esta propiedad de la pelicula superficial de ejercer una tension se llama tension superficial. Esta tension
superficial se define como la fuerza necesaria para mantener la unidad de longitud de la pelicula en
equilibrio.

Por ejemplo, consideremos un anillo de alambre con un bucle de hilo flexible, si se introduce el conjunto en
una disolucion de jabon al sacarla se habra formado una delgada pelicula de liquido en la que el hilo flotara
libremente.

Si se pincha el interior del bucle de hilo, este adopta forma circular como si las superficies del liquido tirasen
radialmente hacia afuera, en el sentido de las flechas. Antes de pinchar la lamina, actuaban las mismas
fuerzas, pero como habia ldémina liquida a ambos lados del hilo, la fuerza neta ejercida por ella sobre
cualquier porcion del hilo era nula.

Un otro ejemplo es la de un alambre doblado en forma de U sobre el cual se desliza un otro alambre de peso
despreciable, digamos w1.

El dispositivo se introduce en una disolucion de jabon y, al sacarlo, el deslizador es rapidamente desplazado
hacia la parte superior de la U.

Para mantenerlo en equilibrio es necesario afiadir un segundo peso w2. Aunque parezca extrafio, la misma
fuerza total ' =w, + w, mantendra el alambre en reposo en cualquier posicion independiente del area de la

lamina liquida, siempre que esta permanezca a T constante. Esto es, la fuerza no aumentara cuando se estira
mas la superficie.

Aunque una pelicula de jabon como la de la figura anterior es muy delgada, su espesor es enorme comparado
con el tamafio de una molécula. Por consiguiente puede considerarse formada fundamentalmente por un
volumen liquido limitado por dos capas superficiales cuyo espesor es de algunas moléculas.




Capitulo 111 Hidrostatitica

Cuando se tira hacia abajo la varilla transversal, aumentamos el area de la lamina, ciertas moléculas, situadas
inicialmente en el interior de la masa liquida, se desplazan hacia las capas superficiales. Es decir estas capas
no estan tensadas como una lamina de goma, sino que su drea aumenta por desplazamiento de moléculas
procedentes de la masa liquida.

Sea L la longitud del alambre deslizante. Como la pelicula tiene dos superficies, la longitud total a lo largo
de la cual actha la fuerza superficial es 2L. La tension superficial 0, en la pelicula se define como antes, /a
fuerza necesaria para mantener la unidad de longitud de la pelicula en equilibrio. En este caso:

F

O-=ﬂ

La unidad mks de la tension superficial es el newton por metro (N m™).

Liquido en contacto T (°C) o (dynas/cm)
con aire

Agua 0 75.6

Agua 100 58.9

Mercurio 20 465.0

Disolucion de jabon 20 25.0

La tension superficial disminuye al aumentar la temperatura.
Una burbuja de jabon esta formada por dos ldminas superficiales esféricas muy proximas con liquido entre
ellas. La tension superficial hace que las laminas tiendan a contraerse, pero cuando se contrae la burbuja

comprime el aire interior, aumentando su presion hasta un valor que impide que siga contrayéndose.

Para obtener una relacion entre la tension superficial y este exceso de presion, hemos de aplicar los principios
de la estatica a una semi burbuja.

Consideremos una pequefia gota esférica de radio R. Tomemos un pequefio elemento de superficie dA.

Sea P la presion del aire a la izquierda del elemento y Pa a la derecha.

La fuerza normal al elemento sera por tanto (P-Pa)dA y la componente de ésta fuerza en la direccion x serd:
(P - Pa)dA cos .

Pero dA cos @ es la proyeccion del drea sobre un plano perpendicular al eje X.
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Por lo tanto, la fuerza en la direccion x es la diferencia de presiones multiplicada por la proyeccion del drea
en la direccion x.

Consideremos ahora una semi-burbuja:

A
Ia i =
%-i" '
-{E-;:%__-lll i ;
{37_ ...............
Superficie
proyectada
wR2

Las fuerzas internas hacia la derecha son iguales a la diferencia de presion (P-Pa), multiplicada por la
proyeccion del area en el eje x, es decir:

F (hacia la derecha) = (P - Pg) &t R2

La fuerza hacia la izquierda que mantiene unida a la burbuja, gracias a la tension superficial o, es igual a la
tension superficial 0 multiplicada por el perimetro 27z R, es decir:

F (hacia la izquierda)=2 TR o
como la semi-burbuja esta en equilibrio:
(P-Py)nR*=27nRa
20
(P - B a) = =
para una burbuja de jabon, donde la tension superficial es en realidad 2 o
(P—P)= 40
“ R

Estas ecuaciones prueban que la presion es tanto mayor, cuanto menor es el radio de la gota.

CAPACIDAD

Hasta ahora hemos visto laminas superficiales situadas en el limite entre un liquido y un gas.

Existen también laminas superficiales entre una pared solida y un liquido, y entre un sélido y un vapor.




Capitulo 111 Hidrostatitica

Consideremos un liquido, contenido en un recipiente:

Existe un limite entre una pared solida y un liquido, asi como también entre un liquido y un vapor y entre un
solido y un vapor.

Asociado a cada lamina, existe una tension superficial:

o g] = Tension superficial sélido-liquido
o gy = Tension superficial solido-vapor

o 1v = Tension superficial liguido-vapor

Recordemos que 0 =01V .

La curvatura de la superficie liquida, en la proximidad de la pared solida depende de la diferencia entre
(0 sv-0 5.

Consideremos una porcion de pared de vidrio en contacto con yoduro de metileno (CH21) con mercurio y
agua en forma separada:

3

pared de
vidrio
b
%. bR =
; agua
':2H2 pared de mercurio pared de e
vidrio plata

Tenemos tres fuerzas debidas a las tensiones superficiales y una cuarta A denominada adhesion o fuerza
adherente entre el liquido y el solido.
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Para el yoduro de metileno, aplicando condiciones de equilibrio, tenemos:
> Fx=0,Sen@-A=0
Y Fy=o0,-0,-6,Cos@=0

De donde:
A=o0c,Sen @

o, 0y =0,Cos O

La ecuacién A = o, Sen @, permite calcular la fuerza adherente o adhesion a partir de las medidas de o,y del
angulo ¢ denominado angulo de contacto.

La ecuacion o 6, = 6,,Cos @ demuestra que el dngulo de contacto, que es una medida de la curvatura de la
superficie liquido-vapor adyacente a la pared depende de la diferencia entre 6, y 0.

Asi en el caso de yoduro de metileno, 6, > 6, lo que implica que Cos @ sea positivo (0< © <90); en éste caso
se dice que el liquido moja al sélido.

En el caso del mercurio, @ =140°, => Cos @ es negativo, por tanto 6, < 6,. Si el dngulo de contacto esta
entre 90 y 180° se dice que el liquido no moja al sdlido.

En el caso de agua destilada, @ =~ 90° =>Cos 90 =0y 6, =G

Las impurezas presentes o afiadidas a un liquido pueden alterar considerablemente el angulo de contacto.
(humectantes y detergentes).

Un fenémeno importante que resulta de la tension superficial es la elevacion de un liquido en un tubo abierto
de pequeiia seccion.

El término CAPILARIDAD, utilizado para describir fenomenos de éste tipo, procede de que estos tubos se
denominan "capilares", o sea, "analogos a cabellos". En el caso de un liquido que moja el tubo, el angulo de

contacto es menor de 90° y el liquido se eleva hasta alcanzar una altura de equilibrio y; la superficie liquida
curva dentro del tubo se denomina menisco.

|

F
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Si el tubo es un cilindro de radio , el liquido esta en contacto con el tubo a lo largo de una linea de longitud
2mr. Considerando aislado el cilindro liquido, de altura y, radio 7, junto con su capa liquido vapor, la fuerza
total hacia arriba es:

F=2nro,, Cos O

La fuerza hacia abajo es el peso w del cilindro, que es igual al peso especifico pg multiplicado por el
volumen, que es aproximadamente nr’y, despreciando el pequefio volumen del menisco, o sea:

w = pgnr’y
Como el cilindro esta en equilibrio:
pgnrly = 2mr c,, Cos @

Es decir:

_ 20y, Cos @

Y pgr
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CAPITULO IV

HIDRODINAMICA

INTRODUCCION

La hidrodinamica trata del estudio de los fluidos en movimiento.

La hidrodindmica constituye una de las ramas mas complejas de la mecanica, como podemos ver en los
ejemplos del desbordamiento de un rio o los remolinos del humo de un cigarrillo.

Las leyes que norman el movimiento de un fluido son las mismas que norman el movimiento de un cuerpo
rigido: las Leyes de Newton.

Sin embargo el aplicar las Leyes de Newton a un fluido es complejo, y es preferible utilizar otras relaciones
que tengan aplicaciones para el movimiento de los fluidos.

Al movimiento de un fluido se le denomina flujo. El flujo de un fluido puede clasificarse de muchas
maneras.

El flujo de los fluidos puede ser turbulento o laminar; estacionario o no estacionario; compresible o
incompresible; rotacional o irrotacional, viscoso o no viscoso, uniforme o no uniforme, etc.

En el flujo turbulento, el mas frecuente en las aplicaciones de ingenieria, las particulas del fluido (pequeiias
masas moleculares) se mueven siguiendo trayectorias muy irregulares.

En el flujo laminar las particulas del fluido se mueven a lo largo de trayectorias lisas en capas ¢ laminas,
deslizandose una capa sobre la adyacente.

Se dice que el flujo es estacionario, cuando la velocidad de cada particula en cualquier punto dado del fluido
que pasa es siempre la misma, es decir la velocidad del fluido en cualquier punto no varia con el tiempo.

Va7 Vb # Ve
En general: ov/ot=0, or/0t=0, 0P/0t=0, 6Q/0t=0, O0T/0t=0.

En cualquier otro punto, una particula puede viajar con una velocidad diferente, pero cualquier otra particula
que pase por éste segundo punto tendra la misma velocidad que la primera particula cuando paséd por éste
punto.

El flujo es no estacionario, cuando la velocidad de las particulas, en cualquier punto cambia con el tiempo,
ov/0t#0, en el caso de flujo turbulento, como en los rapidos de un rio o en una catarata, /las velocidades
varian de un instante a otro en el mismo punto.




Capitulo IV Hidrodinamica

Flujo uniforme, es cuando la velocidad no varia con la posicion, es decir: 0v/0s=0; Or/0s=0; 0T/0s=0, etc.
Ejemplos de flujo permanente (estado estacionario) y uniforme pueden ser:

Un liquido que fluye a través de una larga tuberia recta de seccion constante y a caudal constante, es un flujo
permanente y uniforme.

Un liquido que fluye por una larga tuberia recta de seccion constante y a caudal creciente es un flujo no
permanente y uniforme.

El flujo por un tubo de seccion creciente a caudal constante es permanente y no uniforme.
El flujo por un tubo de seccion creciente a caudal creciente es no permanente y no uniforme.

Si el flujo del fluido, no fiene una velocidad angular neta alrededor de un punto dado, se dice que el flujo del
fluido es irrotacional.

Por lo general puede considerarse que los liquidos fluyen incompresiblemente. Pero un gas muy compresible
puede, en ocasiones, sufrir cambios tan poco importantes en su densidad y entonces su flujo puede
considerarse como incompresible. En los vuelos a velocidad mucho menores que la del sonido en el aire
(aerodinamica subsonica), el movimiento del aire respecto a las alas del aparato constituye un ejemplo de
flujo casi incompresible; densidad independiente de x, y, z, t.

Por tultimo el flujo de los fluidos puede ser viscoso o no viscoso. La viscosidad en el movimiento de los
fluidos es el analogo de la friccion en el movimiento de los sélidos.

En los problemas de lubricacion la viscosidad es sumamente importante. A causa de la viscosidad, los
fluidos tendran una velocidad mayor en el centro del tubo que en las partes mas alejadas de él.

El estudio que hagamos en las dindmica de los fluidos quedard restringido, en su mayor parte, al flujo
estacionario, irrotacional, incompresible y no viscoso.

LAS LINEAS DE CORRIENTE

Supongamos un fluido que escurre por una tuberia insertada en la base de un recipiente:

Si inyectamos al fluido un otro fluido coloreado es posible poner de manifiesto unas lineas que indican el
recorrido de las particulas coloreadas.
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Estas lineas son la visualizacion de un concepto fundamental en hidrodinamica: la linea de corriente.

Definimos una /inea de corriente, como una linea continua trazada en el fluido que es en cada punto paralela
al vector velocidad. A través de una linea de corriente no puede cruzan un fluido.

Suponiendo flujo estacionario, una particula que pasa por los puntos 1, 2 y 3 marca una linea de corriente o
una linea de flujo.

VI #V2 #V3

Toda particula que llegue al punto 1, pasara con la misma rapidez y en la misma direccion, es decir seguira o
debera seguir su camino por la misma linea de corriente que la anterior. En flujo estacionario, dos lineas de
corriente no pueden cruzarse.

Si escogemos un niimero finito de lineas de corriente para formar un haz, la region tubular formada se
denomina tubo de flujo.

Un tubo de flujo es una superficie ideal que tiene la propiedad de que las particulas de fluido no pueden
cruzar sus paredes.

Es decir el fluido no puede cruzar el borde de un tubo de flujo y el tubo se comporta, como una tuberia que
tuviese la misma forma. EI fluido que entra por un extremo debe salir por el otro.
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LA ECUACION DE LA CONTINUIDAD

La ecuacion de la continuidad, es una expresion analitica del principio general de conservacion de la masa

Consideremos un tubo de flujo angosto:

La velocidad del flujo en su interior, aunque es paralela al tubo en cualquier punto, puede tener diferentes
magnitudes en puntos distintos.

Sea v; la velocidad del fluido en el punto 1 y v> la velocidad en el punto 2. Sean A; y A las areas
transversales de los tubos perpendiculares a las lineas de corriente en los puntos 1y 2 respectivamente.

En el intervalo de tiempo A¢, un elemento de fluido recorre aproximadamente la distancia v*A¢. Por lo tanto,
la masa del fluido Am; que cruza 4; en el intervalo de tiempo At es aproximadamente:

Am; = p1vi; V1 = volumen = Vi*AtxA;

De donde:
Am; = p1A1V1At

o el flujo de masa Ami/At es aproximadamente p1Aiv,

Podemos hacer que At sea tan pequefia que en éste intervalo de tiempo ni v ni 4 varien apreciablemente en la
distancia que recorre el fluido.

En el limite cuando At — 0, obtenemos:
FLUJO DE MASA EN | = p1A1vi

FLUJO DE MASA EN 2 = p2A2v2
Donde p; y p2 son las densidades del fluido en 1 y 2 respectivamente.
Como el fluido no puede cruzar las paredes del tubo, y como no existen ni fuentes ni sumideros donde el flujo
pueda crearse o destruirse en el interior del tubo, la masa que cruza cada seccion del tubo por unidad de
tiempo debe ser siempre la misma.

Es decir el flujo de masa en 1, debe ser igual al flujo de masa en 2.

p1AIvVI = p2A2v2
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p A v = constante
Esta expresion manifiesta la conservacion de la masa en la dinamica de los fluidos, y se denomina Ecuacion
de la Continuidad para el flujo estacionario de un fluido.

Si el fluido es incompresible, como supondremos en éste curso, pi= p2 y la ecuacion piAivi = p2A2va toma
una forma mas sencilla:

P1AIVI = P2Asva
Avi=Awv;

A v = constante
Recordemos, para flujo incompresible.
El producto 4*v es el flujo de volumen, o flujo volumétrico, denominado caudal volumétrico:
Q=Avi=Awv> [=]m¥/sec SI

Notese que predice que en un flujo estacionario incompresible, la rapidez del flujo varia inversamente con el
area de la seccion recta, siendo mayor en la parte mas angosta del tubo.

El producto pAv es el flujo de masa, o flujo masico:

W=pQ=pAv...[=] kgm/sec....SI

LA ECUACION DE BERNOULLI

La ecuacion de Bernoulli es una relacion fundamental de la mecanica de los fluidos, que relaciona la presion,
la velocidad y la altura en los puntos situados a lo largo de una linea de corriente.

Consideremos el flujo no viscoso, estacionario e incompresible, de un fluido a lo largo de un conducto o de
una linea de flujo.
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La parte de la tuberia de la izquierda tiene una seccion transversal A, y esta a una altura Z; sobre algln nivel
de referencia. La tuberia gradualmente se ensancha y sube hasta que la parte derecha tiene una seccion
transversal A, y esta a una altura Z,.

Concentremos nuestra atencion en la porcion de fluido entre AL, y AL, (parte sombreada) y llamaremos a
éste fluido “el sistema”.

Consideremos entonces el movimiento del sistema, desde la posicion 1 hasta la posicion 2.

En todos los puntos de la parte angosta de la tuberia la presion es P; y la velocidad v; y en la parte ancha la
presion es P>y la velocidad v..

Cuando la parte izquierda del sistema avanza una distancia AL, paralela a la fuerza exterior P1A el trabajo
efectuado sobre el sistema por esta fuerza es:

Wi=Pi A1 AL,

Mientras que la parte derecha, ha avanzado una distancia AL, , sobre la que actua una fuerza exterior P,A; en
sentido opuesto. Por consiguiente e/ trabajo efectuado por el sistema, es:

W2=P2 A AL,

Para mover el sistema de la posicion 1 a la posicion 2, ha de realizarse un trabajo por un agente exterior (en
éste caso una bomba); éste trabajo neto, viene dado por:

Wieto = Wi - W2 =P; Aj AL - P, Ay AL,

pero A AL; (y Az AL,) es el volumen del elemento sombreado el cual puede representarse como V = A
ALi=m/p.

Como la densidad del fluido es constante (flujo incompresible):
Al ALl = Az ALzZ m/p
y el trabajo neto sera:

Wheto = (Pl -P )Hl/p

El cambio de la energia cinética del elemento de fluido es:
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Av=12mvy*- 112 mv?
El cambio de la energia potencial gravitatoria del elemento de fluido es:
AZ=mgZ,-mgZ

El teorema de la variacion de la energia establece que: el trabajo efectuado por la fuerza resultante que
actua sobre el sistema es igual al cambio de la energia cinética y potencial del sistema.

Igualando el trabajo neto a la suma de los incrementos de sus energias cinética y potencial:
(Pi—=Py)m/p=1/2m (V22 - V12) +mg(Zy-71)

Que puede ordenarse de la forma:

+ =
P9 29 pg 29

Ecuacion conocida como la Ecuacion de Bernoulli, para flujo en estado estacionario, no viscoso e
incompresible.

Como los subindices 1 y 2 se refieren a dos lugares cualesquiera de la tuberia, podemos escribir:
v2

—+ —+ Z = constante
pg 29

En la ecuacion de Bernouilli, P es la presion absoluta.

Todos los términos de ésta ecuacion tienen la dimension de una longitud denominada p/y, altura
piezométrica, v2/2g, altura cinética y Z altura geométrica.

Debido a las pérdidas ocasionadas por la friccion del fluido y por los accesorios instalados en una linea, la
ecuacion de Bernouilli queda modificada de la siguiente manera:

Energiaen + Energia - Energia = Energiaen + Energia
la seccion 1 afiadida extraida la seccion 2 perdida
P, v P, v
7"‘@"‘ Z1+ HB_HT:7+E+ Z2+ hf1—2

Donde Hg es la energia anadida (por ejemplo por una bomba), Hr es la energia extraida (por ejemplo por una
turbina) y hr 1 las pérdidas originadas por la friccion del fluido y los accesorios existentes entre el punto 1y
2.

La potencia de una bomba, puede estimarse mediante la ecuacion:
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Yy Q Hg
75

Pot = [=] cV

Donde v es el peso especifico del fluido en kgf/m?®, Q el caudal en m*/sec y Hg la altura de la bomba en m.

Las pérdidas por friccion, se pueden estimar por la ecuacion:

L v?
hf=f5@

Donde f* se denomina coeficiente de friccion, L es la longitud total de la tuberia, D es el diametro de la
tuberia y v la velocidad del fluido.

Las pérdidas de carga debida a accesorios, se pueden estimar mediante:

Donde K es una constante que se encuentra tabulada y es funcion del tipo de accesorio (llave de paso, codo,
entrada o salida a deposito, etc.). Para calcular el coeficiente de friccion f y la constante K remitirse a las
tablas en anexo.

La ecuacion de Bernouilli:

Py vf P, v}
7"‘ 5"‘ Z1+ HB_ HT= 7"‘ 54‘ Zz+ hf1—2

Para fluidos compresibles, puede escribirse como:

Td_F’+ Vzvdv ZJ%dz . j.hf -0
Z4 1

—_— +
Ry V1g

Donde es necesario conocer, principalmente, la variacion de la presion en funcion del peso especifico o de la
densidad.

APLICACIONES DE LA ECUACION DE BERNOULLI Y DE LA ECUACION DE LA

CONTINUIDAD

La ecuacion de la hidrostatica, es un caso especial del teorema de Bernouilli.

Podemos decir que la estatica de los fluidos es un caso especial de la dinamica de los fluidos. En la estatica
de los fluidos vi=v2 =0
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Py v} P, v}
7"‘ 5'{' Z1+ HB_ HT: 7+ E‘}' Zz"l‘ hfl_z
P, — P
1 2=ZZ_Z1
14
Y= PE

P\ —P,= pg(Z:-Z)
P,=Py y Pi=P
P =Py + pgh
Ecuacion que habiamos obtenido en el capitulo anterior.

Consideremos un deposito de grandes dimensiones que contiene un liquido.

2

h=7- L
¥ily!

A

Este liquido sale por un orificio practicado a una profundidad % por debajo de la superficie. Sea el punto 1 en
el orificio y el punto 2 en la superficie libre.

La presion en ambos puntos es la atmosférica ya que los dos se encuentran en comunicacion con la atmosfera
P;=P,=P,.

Tomemos como nivel de referencia, el fondo del depdsito. Si el orificio es pequefio, respecto al recipiente, el
nivel del liquido en el depdsito descendera lentamente; puesto que:

Areaepesito) >> Aredoriticio)

Por consiguiente podemos suponer que v; = 0; la ecuacion de Bernouilli queda entonces:

2 2
B =2
y T 29 1 B T 2 f1-2
P, v
“+ 2 +z,=2+17
29
P1:P2:Po; V2—0
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V1

E =12y— 7
Z,—7,=h
vZ=2gh

Esta ecuacion se conoce con el nombre de Teorema de Torricelli. Si A es el area de la abertura, el caudal del
fluido que sale es:
Q=vA=A,/2gh

Experimentalmente se observa que la magnitud de la contraccion depende de muchos factores como la forma
de las paredes, y el espesor de la pared del orificio.

Debido a esto el area de la ecuacion anterior debe ser en realidad el drea minima, llamada seccion contraida,
vena contracta, que para una abertura circular de bordes finos, el area de la seccion contraida es
aproximadamente el 65 % del area del orificio. En realidad la aparicién de la vena contracta, suele ser
funcion del tipo de descarga de tuberia a deposito (conexion a ras de la pared, abocinada, entrante, etc.)

En realidad se realiza una correccién a la ecuacion de Torricelli, tomando en cuenta la relacion de
velocidades (real/tedrica) y los areas de la vena/tubo (Cq = Cy C,)

MEDIDORES DE FLUJO

Un dispositivo denominado Medidor de Venturi, consiste en un estrechamiento producido en un ducto y
proyectado de forma que mediante una disminucion gradual de la seccion en la entrada, y un aumento
también gradual en la salida, que evite la formacion de remolinos y quede asegurado un régimen estacionario.

El fluido de densidad p, tiene una velocidad v; en el punto 1 y una presion Pi. En el punto 2, una velocidad
V2 y una presion P,. Las areas de seccion transversal son A; y A, respectivamente. Como el tubo es
horizontal Z; = Z, . Podemos aplicar la ecuacion de Bernouilli entre los puntos 1y 2:

Py v}

£ )
Y 29

2
V3
+Z1+ HB_HT= y+5+ Z2+ hfl—Z
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Py V12_P2 V2

Yy 29 v 29
Multiplicando toda la ecuacion por pg:

P1+ %pv12+ le P2+ %pvzz‘l' Zz
1 1
Pi+ spvi= P+ ;pv3
Como v, > v; , se deduce que P, > P, , es decir que la presion en el estrechamiento es menor que en el resto
del tubo.

Si h es la diferencia de altura, en el fluido manométrico, de densidad po, la diferencia de presiones entre los
puntos 1 y 2 es:

Py + pgh—pogh— P, =0
Py— Py = gh(po—p)
Podemos remplazar en la ecuacion de Bernouilli:

1
p-P, = EP(VZZ_ V12)

_ 1 2 2
gh(po—p) = 5p(vy— vi)
La ecuacion de continuidad nos relaciona las dos velocidades en funcion de las areas transversales:

V141 = 1,4,

i _
U2=A_:U1 Zgh(ponfp)z vimm
_ A — A
2gh (popp) — (A_?ZUlZ_ v? 2gh (’)"Tf)):iilz [(A_:)z_ 1]
(Po—p)
vi =2ghdA} ————
' Fp4f- A3)
by =4, |29 =P)
PR pdl- 4D

Ecuacion que nos permite calcular la velocidad del fluido, con lo que podremos calcular el caudal
volumétrico, Q= v; Aj.

Un aparato para medir la velocidad de un gas, es el Tubo de Pitot. Un tubo manométrico abierto se conecta
(como indica la figura) al centro del tubo dentro del cual circula el gas.
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La presion en la rama izquierda del manometro, cuya abertura es paralela a la direccion del movimiento del

gas, es igual a la presion de la corriente gaseosa.

Sea v la velocidad de la corriente, P; la presion en 1 y P, en 2; la densidad del gas es p y la del liquido

manomeétrico p).

La velocidad se reduce a cero en el punto 2 y el gas se estanca en ese sitio, ésa velocidad en 2, se denomina

velocidad de estancamiento.

Aplicando la ecuacion de Bernouilli a los puntos 1 y 2:

Py vf P, v}
7‘}' E-I_ Zl‘l‘ HB_ HT: 7‘}' E‘F Zz+ hfl—Z

Py 7712 P,

Yy 29 v

P, =P+ 1/2.0772

Es decir, P, > P; . Sih es la diferencia de altura en el mandmetro, tenemos:
Py + pogh = P,
P, =P+ pogh

Combinando con la ecuacion anterior:
Py + 1/2,0172 = P+ pogh

_ |2pogh
v =
p

Que determina la rapidez de flujo del gas.
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FUERZA ASCENSIONAL DINAMICA

La fuerza ascensional dindmica es la fuerza que actia sobre un cuerpo, tal como una ala de avidn, un
deslizador acuatico o un rotor de helicoptero, a causa de su movimiento a través de un fluido.

Desde luego que debemos distinguirla de la fierza ascensional estdtica que es la fuerza del empuje que actua
sobre un objeto, tal como un témpano de hielo, de acuerdo con el principio de Arquimedes.

i" dngulo de atague

Wﬂf Y2
En la figura mostramos las lineas de corriente en torno al perfil de una ala (o seccion transversal del ala)
unida a un aeroplano.

Escojamos como referencia al aeroplano mismo y supongamos que el aire se mueve, respecto del ala, de
derecha a izquierda.

El dngulo de ataque del ala produce una desviacion del aire hacia abajo. De la tercera ley de Newton, la
reaccion a esta fuerza descendente del ala sobre el aire es una fuerza ascendente F, o empuje, ejercida por el
aire sobre el ala.

Si suponemos que el patron de las lineas de flujo es consistente, por encima del ala (en el punto 1) las lineas

de flujo estan mds concentradas que lo que lo estan por debajo del ala (en el punto 2), por lo tanto vi > v» y,
del principio de Bernouilli, P; < P lo cual debe ocurrir si ha de haber empuje ascendente.

VISCOSIDAD

Ya indicamos que la viscosidad es la propiedad de los fluidos que hace arrastrar las distintas capas en
movimiento tangencial, impidiendo que estas fluyan unas sobre las otras.

De todas las propiedades del fluido es ésta la que requiere una especial atencion en el estudio del movimiento
de un fluido.

La viscosidad es la propiedad de un fluido que ofrece resistencia al flujo.

La viscosidad de un liquido disminuye con un aumento de la temperatura; la de una gas varia relativamente
poco con variaciones de la presion y la temperatura.
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La viscosidad u, denominada viscosidad dinamica o absoluta en el sistema cgs tiene como unidad el poise
que es 1 dina*cm/sec? o 1 gr/(cm sec). 1 centipoise es la centésima parte de un poise, 1¢P=10" P.

k lb
o [=]—2

0
El cociente de la viscosidad por la densidad se denomina viscosidad cinematica v:

mhr  fthr

V= Ley de Stoke

o=

La unidad cgs es el stoke igual a 1 cm*/sec.
cm?  ft?
V=1 S0
s s

En la deduccion del teorema de la ecuacion de Bernouilli y de la ecuacion de la continuidad, se han
despreciado los efectos de la viscosidad, en consecuencia, las velocidad de todas las particulas de fluido en
una seccion de un tubo eran iguales, es decir el perfil de velocidades era plano:

> Perfil de
¢ velocidades
.......................... ﬁ‘ teeeeetecesistiinnnnnnns plano

Cuando el fluido es viscoso y la velocidad no demasiado grande, el movimiento sera /aminar; en este caso la
velocidad es maxima en el centro del tubo y disminuye hasta anularse en la pared del tubo.

Perfil de
velocidades en
régimen
laminar

Cuando la velocidad excede de un cierto valor critico, la naturaleza del movimiento se hace mucho mas
complicada.

Se producen al azar corrientes locales e irregulares en el fluido, denominados torbellinos, que originan un
gran aumento de la resistencia al movimiento.

Es imposible conocer la trayectoria de una particula individualmente. Sin embargo en cada punto tendra una
componente de velocidad hacia adelante.

Un régimen de éste tipo, se denomina flujo turbulento.
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régimen
turbulento

NUMERO DE REYNOLDS

La experiencia indica que hay una combinacion de cuatro factores que determina cuando el régimen de un
fluido viscoso a través de un tubo es laminar o turbulento.

. Perfil de
velocidades en

Esta combinacion se denomina Nimero de Reynolds y se define mediante la expresion:

vD
Re=p

u

vd
Re = —

%

Donde p es la densidad del fluido, v su velocidad media, D el diametro del tubo, p la viscosidad dindmica y
v u la viscosidad cinematica. El Ntmero de Reynolds es un nimero adimensional.

Todos los experimentos demuestran que cuando el nimero de Reynolds se encuentra entre:
Re <2100

El régimen de un fluido viscoso es laminar; mientras que si:
Re > 4000

El régimen es turbulento.

Entre 2700 < Re < 4000 hay una zona de transicion en la cual el régimen es inestable y puede pasar de un
tipo a otro. En resumen:

Re <2100 Flujo laminar
2100 < Re <4000 Flujo de transicion
Re > 4000 Flujo turbulento.

LEY DE POISEUILLE

Sabemos que la velocidad de un fluido viscoso que circula por un tubo no es la misma en todos los puntos de
una seccion transversal.
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La capa mas externa se adhiere a las paredes del tubo, y su velocidad es nula. Las paredes ejercen sobre esta
capa un arrastre hacia atras que, a su vez, tira hacia atras de la capa que sigue y asi sucesivamente.

Siempre que el movimiento no sea demasiado rapido, el flujo es laminar, con una velocidad que es maxima
en el centro del tubo y disminuye hasta anularse en las paredes.

Estudiemos la variacion de velocidad con el radio para un tubo cilindrico de radio interior R.

Consideremos el flujo de un elemento cilindrico de fluido coaxial con el tubo de radio r y longitud L:

Fuerzas de viscosidad

/ \
) v ) ~ Pomr?
_ o Flujo —
P17‘Er2 <
p, < e > p,

La fuerza sobre el extremo izquierdo del cilindro es Pinr?, y sobre el derecho, Ponr?. La fuerza seré:
F= (P1 - Pz)TCI‘2

Esta fuerza debe equilibrar exactamente la fuerza retardadora de viscosidad que actia en la superficie de este
elemento:

P Adv
- H dr

La fuerza de viscosidad actia sobre el area A = 2nrL, de modo que:
F = u2nrl dv
I
Igualando esta expresion con la fuerza neta debida a la presion en los extremos, obtenemos:
dv
u2mrlL = (P, — P))mr?

dv  P— P

Tar T T ou T

Esto demuestra que la velocidad cambia cada vez mas rdpidamente a medida que vamos desde el centro (r =
0) a la pared del tubo (r = R). Es preciso introducir el signo negativo debido a que v disminuye cuando r
aumenta.

Integrando resulta:
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Py — P,
- - = RZ _ T'Z
v ™ ( )

PP

Vemos que la velocidad disminuye desde un valor maximo 4ML2 R? en el centro hasta cero en la pared.

La velocidad maxima es, pues, proporcional al cuadrado del radio del tubo, asi como al cambio de presion
Py

por unidad de longitud ;Pz denominado gradiente de presion.

—
— .
v en funcion de r

Consideremos el elemento de pared delgada siguiente:

‘

El volumen de fluido dV que atraviesa los extremos de este elemento en un tiempo df es: vdAdt, siendo v la
velocidad correspondiente al radio » y d4 el area rayada, igual a 2zrdr. Sustituyendo en la ecuacion anterior:

P =P
4ul
El volumen que fluye a través de toda la seccion se obtiene efectuado la integracion extendida a todos los
elementos desde r=0 a r=R:

dV =vdAdt (R? — r®) * 2nrdr dt

P, — P, (R
v =1 = Zf (R? — r¥) rdrdt
2uL  J,
R R R R* R4 R4
f(RZ—TZ)Tdr=f Rzrdr—f rrdr= — — — = —
0 0 0 2 4 4
nR*P,— P
av=——-=—"4dt
8u L

El caudal o gasto total del flujo por unidad de tiempo, designado por Q viene dado por:

_dv_wR*P - P,
T dt 8u L

Esta relacion, deducida por primera vez por Poiseuille, se denomina Ley de Poiseuille.
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El caudal es proporcional al gradiente de presion a lo largo del tubo y a la cuarta potencia del radio. Asi por
ejemplo si el radio se reduce a la mitad, el caudal queda dividido por 16.

Las diferencias de comportamiento entre un fluido no viscoso ideal y otro que tiene viscosidad se muestran a

continuacion:
----------------------------------- Flujo viscoso
e f

g h
_—

Para el fluido ideal, se supone que este carece de viscosidad. La presion en b es aproximadamente la estatica
pgy, ya que la velocidad en el depoésito grande es reducida.

La presion en ¢ es menor que en b debido a que el fluido se acelera entre estos dos puntos. En ¢ y d, sin
embargo, las presiones son iguales, ya que la velocidad y la altura en estos puntos lo son también. Entre dy e
hay una nueva caida de presion, lo mismo que entre /'y g. La presion en g es la atmosférica, y en este punto
la presion manométrica es nula.

Para un fluido viscoso, de nuevo la presion en b es casi estatica pgy. Entre b y ¢ hay caida de presion, que
ahora se debe en parte a los efectos de viscosidad y hay también entre ¢ y d. La caida entre d y e resulta en
parte de la aceleracion y en parte de la viscosidad. El gradiente de presion entre e y f'es mayor que entre ¢ y

d, debido al menor radio de esta parte. Finalmente la presion en g es algo superior a la atmosférica, ya que
existe un gradiente de presion entre este punto y el extremo del tubo.

LEY DE STOKES

Consideremos un fluido que circula alrededor de una esfera o cuando una esfera se mueve a través de un
fluido en reposo.

No intentaremos deducir directamente la expresion de la fuerza debida a la viscosidad.

Las unicas magnitudes de las que puede depender la fuerza son la viscosidad p del fluido, el radio r de la
esfera y la velocidad v de esta respecto al fluido.

la fuerza F viene dada por:
F=6nrurv

Esta ecuacion fue deducida por primera vez por Sir George Stokes y se denomina Ley de Stokes.
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Una esfera que cae en el interior de un fluido viscoso alcanza una velocidad limite, v,, para la cual la fuerza
retardadora de la viscosidad mas el empuje hidrostatico es igual al peso de la esfera.

Sea p la densidad de la esfera y p' la del fluido. El peso de la esfera serd entonces W = mg = (4/3)n r’pg, y el
empuje (4/3)n r’p'g.

Cuando se alcanza la velocidad limite, la fuerza total es nula, y:
Fuerza retardadora + Empuje = Peso de la esfera
6mur v+ 4/3 nr’p'g = 4/3 nripg
O bien:
21%g
Iu

Uy = (o—p"

Midiendo la velocidad limite de una esfera de radio y densidad conocidos, puede hallarse, a partir de la
ecuacion anterior, la viscosidad del fluido en el cual cae.

Inversamente, si se conoce la viscosidad, puede determinarse el radio de la esfera midiendo la velocidad
limite.
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CAPITULO V

TEMPERATURA Y DILATACION

LA TEMPERATURA

Para describir los estados de equilibrio de sistemas mecanicos, asi como para estudiar y predecir el
movimiento de los cuerpos rigidos y de los fluidos, s6lo ha sido preciso considerar tres magnitudes
fundamentales: longitud, masa y tiempo.

Nos encontramos ahora, sin embargo, con una serie de fendmenos, denominados efectos térmicos o
fenémenos calorificos, que implican aspectos esencialmente no mecanicos y exigen para su descripcion una
cuarta magnitud fundamental, la temperatura. El concepto de temperatura es uno de los mas intuitivos y
primitivos para el hombre. Esté relacionado con el clima, con la comida y la bebida, con el contacto fisico,
etc.

El sentido del tacto es la manera mas sencilla de distinguir a los cuerpos calientes de los cuerpos frios. Por
medio del tacto, podemos ordenar a los cuerpos segiin su grado de calor, decidiendo que A estd mas caliente
que B, B que C, etc. Podemos mirarnos entre la gente alrededor y ver como andamos abrigados de diferente
manera en un dia de sol. Decimos que tal es nuestro sentido de la temperatura.

Se trata de un modo muy subjetivo para determinar la temperatura de un cuerpo, y desde luego no es muy util
para los propositos de la ciencia. Un experimento realizado por Jhon LOCKE, prueba lo incierto de éste
método. Si una persona sumerge una mano en agua caliente y la otra en agua fria, luego simultaneamente
mete ambas manos en agua tibia; ésta le parecera mas fria a la primera mano y mas caliente a la segunda.

La fisica como siempre, trata de ordenar las sensaciones y eliminar la subjetividad en la interpretacion de los
fenémenos.

EL EQUILIBRIO TERMICO Y LA LEY CERO DE LA TERMODINAMICA

Hemos visto que nuestro juicio de la temperatura puede estar bastante equivocado. Lo que necesitamos es
una medida objetiva y numérica de la temperatura. Tratemos de entender el significado de la temperatura.

Pongamos en contacto entre si a dos objetos, uno A que se sienta frio al contacto de la mano y otro idéntico
B, pero que se sienta caliente. Después de un tiempo suficiente, A y B producen la misma sensacion de
temperatura. Entonces se dice que A y B estan en equilibrio térmico entre si.

La prueba logica y practica para determinar el equilibrio térmico es usar un tercer cuerpo, o cuerpo de prueba,
como un termometro.

Esto se resume en un postulado que se suele llamar la Ley Cero de la Termodinamica: Si 4 y B estdn en
equilibrio térmico con un tercer cuerpo C ("el termometro"), entonces A y B estan en equilibrio térmico entre
A

Esta idea expresa la idea de que la temperatura de un sistema es una propiedad tal que su valor final es el
mismo que el de otros sistemas, cuando todos ellos se ponen en contacto. La idea contenido en la Ley Cero,
aunque sencilla no es obvia; dos trozos de hierro atraen un iman, pero no necesariamente se atraen entre si.
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Una manera mas formal de expresar la Ley Cero es: "Existe una cantidad util llamada temperatura”, que es
una propiedad de los sistemas termodinamicos, tal que la igualdad de temperaturas es una condicion
necesaria y suficiente para que exista equilibrio térmico. En rigor de verdad, la parte esencial de la Ley Cero
es: "Existe una cantidad util llamada temperatura...".

DEDIDAS DE LA TEMPERATURA

Existen muchas propiedades fisicas medibles que varian al hacerlo nuestra percepcion fisioldgica de la
temperatura.

En los cuerpos, existe una propiedad relacionada con la temperatura, es decir algo que se modifica cuando ése
cuerpo se encuentra mas caliente o menos caliente.

Sabemos que una varilla de metal resulta ser tanto mas larga, cuando mas caliente se la hace. Este efecto es
conocido por los constructores de lineas férreas, que les colocan dejando espacios vacios entre una riel y otra,
para tener en cuenta precisamente las variaciones de temperatura entre el dia y la noche. También se utiliza
este fenomeno en la industria mecanica para acoplar piezas de un rotor.

En el rango de las temperaturas de la vida ordinaria se han impuesto los termometros cuya sustancia
termométrica es un liquido, generalmente mercurio o alcohol coloreado, contenido en un tubo de vidrio.

Estos termOmetros son de manejo mas practico, debido a que la dilatacion de los liquidos es mayor a la de los
solidos.

Supodngase que se ha escogido una sustancia termométrica. Representemos con X la propiedad termométrica.
Arbitrariamente se escoge la siguiente funcion lineal de la propiedad X de la temperatura:

T, =ax

X)
Donde, a es una constante que hay que evaluar.

Se ha predeterminado que cuando las diferencias de temperaturas son iguales, o a iguales intervalos de
temperatura, les corresponden cambios iguales en x. Por ejemplo esto significa que cada vez que la columna
de mercurio en un termometro de vidrio y mercurio cambie su longitud en una unidad, la temperatura cambia
en una cantidad definida fija, sin importar cual era su temperatura inicial.

Se deduce también que dos temperaturas medidas con el mismo termémetro estan en la misma relacion que la
de los valores en x:
Ta_ %

Ty, X2

Para determinar la constante a, y por lo tanto para calibrar el termometro, se debe especificar un punto
patron fijo en el que todos los termometros deban indicar la misma temperatura.

Este punto fijo se selecciona como aquel en el que el hielo, el agua, y el vapor de agua coexisten en equilibrio
y reciben el nombre de punto triple del agua. Este estado puede lograrse sélo a una presion definida y es
unico. (La presion de vapor del agua en éste punto es de 4.58 mmHg).

La temperatura en éste punto patron fijo se selecciond en forma arbitraria como 273.16 °K. Tiempo después
(1967, 10° Conferencia de Pesos y Medidas) el "grado Kelvin" (°K) fue reemplazado por el kelvin (K) y la
unidad de temperatura termodindmica se definid6 de la siguiente manera: La unidad termodinamica de
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temperatura que es el Kelvin es la fraccion 1/273.16 de la temperatura termodinamica del punto triple del
agua.

En cualquier termometro:

Donde ¢t (subindice) representa el punto triple.

Y, para todos los termometros:
T(x,)=273.16K

x
T, =273.16 K —
Xtr

Esta ecuacion puede aplicarse a diferentes termometros. En un termometro de un liquido en vidrio, x es la
longitud L de la columna de liquido, es decir:

L
T, =273.16 K -

tr

Para una gas a presion constante:
%4
T, =273.16 K —

tr
(a P = constante)

Para un termémetro de resistor de platino, x es la resistencia eléctrica R:

T, =273.16 K a
x = . R

tr

Y asi sucesivamente para otras sustancias y propiedades termométricas.

TIPOS DE TERMODINAMICA

A mas del termometro corriente de liquido encerrado en recipiente de vidrio, el cual utiliza la diferencia de
dilataciones del liquido y del vidrio, existen otro tipo de termdmetros.

El termometro de gas a volumen constante, utiliza los cambios de presion de un gas cuyo volumen se
mantiene constante.

La propiedad termométrica de éste termometro es la presion a volumen constante.
Este termometro consiste en una ampolleta de vidrio, porcelana, cuarzo, platino o platino iridiado (segun los

limites de temperatura entre los cuales vaya a usarse). Esta ampolleta se conecta por medio de un tubo
capilar a un manémetro de mercurio.
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Cuando se eleva la temperatura del gas, éste se dilata, obligando al mercurio a descender en el tubo de la
izquierda y a elevarse en el tubo de la derecha.

La presion del gas encerrado en la ampolleta es la diferencia de las alturas de las columnas de mercurio pgh
mas la presion atmosférica.

En la practica el aparato es muy complicado, y se deben hacer algunas correcciones: (1) se debe tener en
cuenta el pequerio cambio de volumen debido a una ligera contraccion o expansion en la ampolleta; (2) se
debe considerar el hecho de que no todo el gas encerrado (como el que esta en el capilar) ha sido sumergido
en el bafio.

Supongamos que se han hecho todas estas correcciones, y sea P el valor corregido de la presion a la
temperatura del bafio, entonces la temperatura viene dada por:

P
T, =273.16 K —
tr
A volumen = constante

Un otro tipo de termémetro es el pirometro dptico, que se utiliza a temperaturas superiores a las de los puntos
de fusion de los metales, ya que no es necesario poner en contacto ninguna parte del aparato con el cuerpo
caliente.

Filtros 0jo
Lampara ]>

0
]

Reostato
1 —®

! N\

Bateria Amperimetro

Cuando el pirdmetro se halla dirigido por ejemplo a un horno, se ve el filamento de la lampara oscuro contra
el fondo brillante del horno.

Se conecta la lampara a una bateria y a un reostato, y haciendo girar el mando del reostato puede aumentarse
gradualmente la corriente que pasa por el filamento, y con ello su brillo hasta que sea igual al fondo.
Calibrando previamente el instrumento a ciertas temperaturas conocidas, puede graduarse la escala del
amperimetro de modo que se lea directamente la temperatura.
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El par termoeléctrico consiste en un circuito eléctrico, en el que se sueldan dos hilos de metales distintos,
formando un circuito cerrado. Se origina una fuerza electromotriz, FEM, siempre que las soldaduras A y B
estén a distintas temperaturas.

@ galvanometro

alumel

Soldadura A
Soldadura B
0°cC

Bafio hielo + agu

Una soldadura se pone en contacto con el cuerpo cuya temperatura se quiere medir, manteniendo la otra a
temperatura conocida (0°C) y midiendo la FEM mediante un galvanometro.

FEM (mV)

Soldadura fia a 0 °C Hierro ideal

Cromel - alumel

Pt - rodio

T(O
Estos termometros se utilizan a temperaturas muy bajas o muy elevadas; ya que el termémetro de mercurio
queda limitado debido a que el mercurio se solidifica a - 40 °C y su presion de vapor se hace demasiado alta a

temperaturas por encima de 360 °C.

Sin embargo para utilizar el termémetro de vidrio a bajas temperaturas se puede utilizar empleando liquidos
como el propanol, el pentano, que se solidifican a -127 °C y a -130 °C respectivamente.

LAS ESCALAS DE TEMPERATURAS

Dos escalas comunes de temperaturas son la Celsius (hasta 1948 denominada centigrada) y la escala
Fahrenheit.
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Estas escalas se pueden definir en términos de la escala Kelvin, que es la escala fundamental de temperaturas
usada en la ciencia.

La escala de temperaturas Celsius usa la unidad grado Celsius (°C) que es igual a la unidad Kelvin.
La temperatura en la escala kelvin se calcula mediante:

T(K) = T(oc) +273.15
El punto triple del agua, por definicion, corresponde a:

T(Dc) = T(K) -273.15

Tecy=273.16 - 273.15
Te=10.01°C

Experimentalmente se encuentra que la temperatura a la cual el hielo y el agua saturada_de aire estan en
equilibrio a la presion atmosférica (el llamado punto de fusion normal del hielo) es de 0.00 °C y que la
temperatura a la cual el vapor y el agua liquida estan en equilibrio a 1 atmdsfera de presion (el llamado punto
de ebullicion normal del agua) es de 7100.00 °C.

Estas son las dos temperaturas de referencia para definir la escala Celsius.

La escala Fahrenheit, de uso comun en algunos paises de habla inglesa, no se usa en el trabajo cientifico. La
relacion entre las escalas Fahrenheit y Celsius se define como:

La temperatura Rankine esta relacionada con la escala Fahrenheit por:
Try=Terpt+ 459.67

Podemos concluir que el punto de fusion del hielo (0.00 °C) es igual a 32 °F y que el punto de ebullicion del
agua (100.00 °C) es igual a 212.0 °F y que un grado Celsius es exactamente 9/5 de un grado Fahrenheit.

Punto triple del
agua L 273.16 K - 1-0.01°C L 32.02°F

0K T L27315°C  -459.67°F
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El cero absoluto corresponde a la mas baja temperatura (0 K) y no existen temperaturas menores a ésta.

El cero absoluto de la temperatura ha desafiado a todos los intentos experimentales para alcanzarlo, aunque es
posible arbitrariamente acercarse a ¢l. Es posible preparar sistemas que tengan femperaturas negativas; por
sorprendente que parezca, éstas temperaturas no se logran pasando por 0 K, sino haciendo un rodeo por
temperaturas infinitas. Es decir que las temperaturas negativas no representan fiios menores que el del cero
absoluto, sino calores mayores que los de temperaturas infinitas. El cero absoluto continua siendo
experimentalmente inalcanzable.

No debe pensarse que el cero absoluto es un estado que no tenga energia ni movimiento.

La concepcion de que toda la accion molecular cesaria en el cero absoluto es incorrecta. En el cero absoluto
la energia molecular es minima, pero no es cero.

Algunas temperaturas en K

Reaccion termonuclear del C 5x10%
Interior del sol 107
Corona solar 10°
Superficie solar 6x10°
Ebullicion del He a la presion

baja alcanzable 3x10!
Desmagnetizacion adiabatica de los niicleos 10°¢

Cero absoluto: Es la temperatura la mas baja posible, a la cual una sustancia no contiene ninguna energia
térmica. (Stephen W. Hawking).

LA DILATACION TERMICA.- DILATACION LINEAL

Los efectos comunes de los cambios de temperatura consisten en cambios correspondientes en el tamafio y en
el estado de los materiales.

Vamos a considerar los cambios en el tamafio que ocurren sin que ocurran cambios de estado. Con algunas
pocas excepciones las dimensiones de todos los cuerpos aumentan cuando se eleva su temperatura.

Veamos como varia la longitud de un s6lido con un aumento en la temperatura.

Consideremos una barra cuya longitud es Lo a determinada temperatura de referencia To, y que pasa a ser L a
una temperatura superior T.

Lo
To |

€<—AL—>

T >To

L

La diferencia AL = L - Lo es el aumento de longitud de la barra debido al aumento de temperatura o
calentamiento.
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Experimentalmente se encuentra que el aumento de longitud, AL, es proporcional a la longitud inicial, Lo y
muy aproximadamente proporcional al aumento de temperatura, T — To, o sea AT. Por lo tanto podemos
escribir:

AL =a Lo AT

Donde a se denomina coeficiente de dilatacion lineal, y tiene valores diferentes para materiales distintos.

Reescribiendo ésta ecuacion, tenemos:
1 AL

- = oc—l’oF—l
Lo AT =]

a

De modo que o representa el cambio fraccional de la longitud por cada cambio de un grado en la
temperatura.
como: AL = L — Ly;despejando L:

L =Lyl +a AT)
El coeficiente de dilatacion de una sustancia que tiene forma de barra, se determina marcando dos lineas en

sus extremos y midiendo el desplazamiento de cada linea con un microscopio mientras se hace variar la
temperatura en una cantidad determinada.

Los coeficientes de dilatacion se presentan en tablas a partir de datos experimentales: o), = 2.3x10_5/°C;
-6 -]
Ovidrioy = 9X10°°/°C; Olgaceroy = 1.1x107°/°C.

DILATACION SUPERFICIAL Y CUBICA

Cuando se calienta una lamina de material, aumenta, tanto su longitud como su anchura.

Consideremos una lamina rectangular cuya longitud y anchura, a la temperatura To son Lo y by
respectivamente.

T() bO

Si la lamina se calienta a la temperatura T, éstas dimensiones se convierten en:
L=Lo(l +aAT) ; b=bo(l + aAT)
Donde: AT=T - Ty

Su area después de calentada sera:
A=L*b=Lo*by(l +aAT)2

A=Lo*bg[l+2aAT + 02AT2 ]
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Sin embargo, el area inicial es: Ao = Lo * bo.

Con lo que:
A=A [1+20AT + a2AT? ]

o, normalmente tiene un valor numérico pequefio, a2 sera extraordinariamente pequefio y el término o2AT2
puede despreciarse:
A=Ao[l+20aAT]

Si definimos, un coeficiente de dilatacion superficial, y = 2a.
A=A [l + yAT]
Es decir, el coeficiente de dilatacion superficial es doble que el coeficiente de dilatacion lineal.

La ecuacion anterior se cumple para una lamina de forma cualquiera. Por ejemplo si la ldmina tiene un
orificio, el area del orificio se dilata en la misma proporcion que el material que lo rodea; ocurre lo mismo
con cualquier linea, ya sea recta o curva.

Consideremos un bloque macizo que tenga la forma de un paralelepipedo recto rectangular, es facil
demostrar:
V =Vy (1 +3aAT)

Si definimos un coeficiente de dilatacion cubica:
B=3a

V =V, (1 +BAT)
Ecuacion que se cumple independientemente de la forma del cuerpo.

Como la forma de un fluido no esta definida, solamente tiene sentido hablar del cambio del volumen con la
temperatura.

La ecuacion V = Vy (1 + 3aAT) se utiliza también para calcular la dilatacion de un liquido, despejando de la
ecuacion anterior:
.\

_V_OE

Los liquidos se caracterizan por dilatarse al aumentar la temperatura, siendo su dilatacion volumétrica unas
10 veces mayor que la de los solidos.

Sin embargo el liquido mas comun el agua, no se comporta como los otros liquidos.

En el intervalo de temperaturas entre 0 y 4 °C disminuye el volumen al crecer la temperatura.
Comportamiento contrario al de la mayor parte de las sustancias. Esto es entre 0 y 4 °C el coeficiente de
dilatacion del agua es negativa. Por encima de 4 °C, el agua se dilata cuando se calienta. Puesto que el
volumen de una masa dada de agua es mas pequefio a 4 °C que a cualquier otra temperatura, la densidad del
agua es maxima a 4 °C, donde su valor es de 1000 kg/m? (en realidad a 3.98 °C

Cuando un lago se enfria, el agua fria de la superficie fluye hacia el fondo a causa de su mayor densidad.
Pero cuando la temperatura llega a los 4 °C este flujo cesa y el agua cercana a la superficie permanece fria (y
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menos densa) que la del fondo. Si la superficie se congela, el hielo flota debido a que tiene menor densidad
que el agua. El agua del fondo permanece a 4 °C hasta que casi toda la masa se ha congelado.

Si el agua se comportase como la mayoria de las sustancias, contrayéndose continuamente al enfriarse y
congelarse, los lagos se helarian desde el fondo hacia arriba.

1.0000

Densidad

0 4 10
Temperatura, °C

FATIGAS DE ORDEN TERMICO

Si los extremos de una barra estan fijos rigidamente, de modo que no sea posible la dilatacion o la
contraccion, y se modifica la temperatura de la barra se producen en ésta fatigas tensoras o compresoras,
llamadas fatigas de orden térmico, que pueden llegar a ser muy grandes originando en la barras esfuerzos que
sobrepasen el limite de elasticidad e inclusive el de ruptura.

En consecuencia, al proyectar cualquier estructura que haya de estar expuesta a cambios de temperatura ha de
tomarse alguna precaucion contra la dilatacion.

En un tubo largo de conduccion de vapor, ello se logra intercalando juntas de dilatacion, o bien se da a una
parte del tubo forma de "U".

En los puentes grandes, uno de los extremos puede sujetarse rigidamente a su estribo mientras el otro
descansa sobre rodillos.

Supongamos una barra a la temperatura T, tiene sus extremos rigidamente fijos y que mientras se mantiene
asi, se reduce la temperatura a un valor menor Tp.

La variacion relativa de longitud, si la barra pudiera contraerse libremente seria:
AL =oa Lo AT
AL/Lo = o (T - Ty)

Puesto que la barra no puede contraerse, la tension ha de aumentar hasta un valor suficiente para producir la
misma variacion relativa de longitud. Pero, en virtud de la definicion del modulo de Young:
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Temperatura y Dilatacion

Fatiga

Deformacion unitaria

_ F/A
"~ AL/Lg
Reemplazando AL/Ly:
V- F/A  F/A
a(T—T,) aAT
De donde:

F=AY a AT

Que nos da la tension en la barra. La fatiga de la misma es:
£ Y a AT
1= Ya

Donde Y es el modulo de Young.
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CAPITULO VI

CANTIDAD DE CALOR

Cuando se juntan dos sistemas cuyas temperaturas son diferentes, la temperatura final que ambos alcanzan
tiene un valor comprendido entre las dos temperaturas iniciales.

Hasta principios del siglo XIX, tales fendmenos se explicaban postulando que en todos los cuerpos existia
una sustancia el calérico.

Cuando los dos cuerpos se ponian en contacto, el cuerpo rico en caldrico cedia algo de ¢l al otro, hasta que la
temperatura de ambos cuerpos fuese la misma.

La teoria del calorico podia describir de una manera satisfactoria muchos procesos, tales como la conduccién
del calor o la mezcla de sustancias en un calorimetro.

Sin embargo, el concepto de que el calor era una sustancia, no pudo en ultima instancia resistir las pruebas
experimentales. El abandono de la teoria del calorico forma parte del avance general de la fisica.

Finalmente se llegd a entender por completo que e/ calor es una forma de energia y no una sustancia.
Fue Joule quién demostrdé experimentalmente que cuando una cantidad dada de emergia mecdnica se
transformaba en calor, se obtenia siempre la misma cantidad de éste. Asi quedo definitivamente establecida

la equivalencia del calor y el trabajo como dos formas de energia.

Un segundo concepto termodinamico, estrictamente ligado al concepto de temperatura, es e/ calor. En éste
parrafo analizaremos sus propiedades y su forma de medicion.

El calor es una cosa intangible, y una unidad de calor no es algo que pueda conservarse en un laboratorio de
medidas.

La cantidad de calor que interviene en un proceso se mide por algun cambio que acompaia a €ste proceso; y
una unidad de calor se define como el calor necesario para producir alguna transformacion.

Citaremos tres de ésta unidades:

a) La kilocaloria o caloria kilogramo, es la cantidad de calor que ha de suministrarse a 1 Kg de agua, para
elevar su temperatura en 1 °C (14.5 °C a 15.5 °C).

b) La caloria o caloria gramo es la cantidad de calor que ha de suministrarse 1 gr de agua, para elevar su
temperatura en 1 °C (14.5 °C a 15.5 °C).

¢) La Unidad Térmica Britanica, BTU es la cantidad de calor que ha de suministrarse a 1 libra de agua, para
elevar su temperatura en 1 °F(63 °C a 64 °C).

Las unidades de calor estan relacionadas como sigue:

1 BTU = 252 calorias = 0.252 Kcal
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1 000 cal =1 Kcal

Incidentalmente, "la caloria" que se usa para medir el contenido energético de los alimentos es en realidad
una kilocaloria.

CAPACIDAD CALORIFICA Y CALOR ESPECIFICO

Las sustancias difieren entre si en la cantidad de calor que se necesita para producir, en una masa dada, un
determinado aumento en su temperatura.

La relacion de calor Q al correspondiente incremento de temperatura AT se denomina capacidad calorifica
del cuerpo, es decir:

. e Q
C= dad cal = —
capacidad calorifica AT

Si hacemos AT=1, vemos que la capacidad calorifica de un cuerpo es numéricamente igual a la cantidad de
calor que hay que suministrarle para incrementar en un grado su temperatura.

Para obtener una cifra que sea caracteristica de la sustancia de que estd hecho el cuerpo, se defina la
capacidad calorifica especifica o calor especifico, es decir:

capacidad calorifica  Q

c = =
masa m AT

"De ésta manera, tan correcto es hablar de la capacidad calorifica de una moneda, como del calor especifico
del cobre".

Ni la capacidad calorifica de un cuerpo ni el calor especifico de un material son constantes, sino que
dependen de la ubicacion del intervalo de temperatura escogido. La ecuacion anterior s6lo proporciona
valores promedio de éstas cantidades en el intervalo de temperaturas AT.

Las unidades del calor especifico equivalente son:

1 kcal _q cal B btu
kgeC  ~ gr°C  Ib°F

El calor que se debe suministrar a un cuerpo de masa m, cuyo calor especifico es ¢, para aumentar su
temperatura en AT, es:

Ty
Q= Z(m c AT)
T;
En el limite diferencial (AT — 0):
Ty
Q=m cdT
T;

Donde c¢ es una funcion de la temperatura, y ha de conocerse ésa funcion, para realizar la integracion.
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A las temperaturas anteriores y en intervalos no demasiado grandes, los calores especificos suelen
considerarse constantes.

Si la sustancia de la cual se desea medir su calor especifico, se calienta a presion constante, se obtiene el
calor especifico a presion constante c,. de igual manera si se calienta manteniendo el volumen constante se

obtiene el calor especifico a volumen constante ¢,

Q=mc, AT ; Q=mc, AT

CAPACIDADES CALORIFICAS MOLARES DE LOS SOLIDOS

Los calores especificos de los solidos varian mucho de un material a otro.
Sin embargo la situacion es bastante diferente si comparamos muestras de materiales que contienen el mismo
numero de moléculas en vez de comparar muestras que tengan la misma masa. Esto puede lograrse

expresando los calores especificos en cal/(molgr °C) (capacidades calorificas molares) en vez de cal/(gr °C).

Dulong y Petit sefialaron que las capacidades calorificas molares de todos los metales, con muy pocas
excepciones (el carbono por ejemplo # 6) tenian valores cercanos a 6 cal/(molgr °C).

La capacidad calorifica molar, se obtiene multiplicando el calor especifico por el peso molecular:

C 0.093 cal 63.5 gr
= U. * .
P.eu gr °C 1 molgr
C =5.86 cal
Pew ™= molgr °C

Las capacidades calorificas molares reales varian con la temperatura, tendiendo a cero conforme T - 0 K y
tendiendo al valor de Dulong y Petit conforme T— infinito.

Finalmente anotamos que cuando se trata de gases, es mas conveniente expresar el calor especifico tomando
como unidad de masa la molécula gramo y no el gramo, es decir C, debe expresarse en cal/(molgr °C).

MEDIDAS DE CALORES ESPECIFICOS

Los calores especificos de las sustancias, pueden medirse en un calorimetro. El méas comun el calorimetro de
agua, en su forma mas sencilla consiste en una vasija metalica A, de paredes delgadas, cuya superficie
exterior estd niquelada y rodeada de un aislamiento.
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La vasija contiene una cantidad conocida de agua y esta provista de una tapa a través de la cual pasa un
termometro.

Si leemos el termometro antes y después que una cantidad Q desconocida de calor se haya introducido en el
calorimetro puede determinarse Q a partir de la elevacion de temperatura producida.

Q=mCp(T,— Ty)

cal
CP,agua =1 ﬁ

Para medir el calor especifico de una sustancia se puede emplear el calorimetro de agua.

Una muestra de la sustancia m; cuyo calor especifico ¢;, se desea medir, se calienta en un bafio (a vapor) hasta
una temperatura conocida 7.

Se agita el agua del calorimetro y se mide su temperatura. Se introduce entonces rapidamente, la muestra en
el calorimetro, se agita de nuevo el agua, se mide otra vez su temperatura. Si T; y T, son las temperaturas
iniciales y final del agua y:

my = masa del agua,
m, = masa del calorimetro,

c. = calor especifico del calorimetro.

El calor transferido o cedido por la muestra al enfriarse desde Ts a T, ha de ser igual al calor ganado por el
agua y el vaso calorimétrico. Si se supone que no existen pérdidas de calor:

Calor cedido = calor ganado +  calor ganado
por la muestra porelagua  por el calorimetro

mscs(Ts - Tz) = mwcw(T2 - Tl) + meCe (Tz - Tl)

cal
CP,agua =1 gr °C

mgCs(Ts — T2) = (mwew + mece )( T2 - Th)
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m= (mw + mcCc) (TZ - Tl)
myg (Ts - TZ)

CAMBIOS DE ESTADO

Sabemos que la materia, puede existir en estado solido, liquido o gaseoso. Por ejemplo el agua existe en el
estado solido (hielo), en estado liquido (agua) y en estado gaseoso (vapor).

Siempre que no se descompongan a elevadas temperaturas todas las sustancias pueden existir en cualquiera
de los tres estados cuando se encuentran en condiciones adecuadas de presion y temperatura.

Los cambios de estado van acompafiados de absorcion o desprendimiento de calor y ordinariamente de
cambios de volumen.

Supongamos que se toma hielo de un frigorifico a la temperatura de -25°C, se tritura y se coloca en un
recipiente en el cual se introduce un termémetro.

Imaginemos que se suministra calor al sistema en forma constante (y que el hielo no recibe calor de otra

fuente). Se observara que la temperatura del hielo aumenta continuamente (A—B) hasta que la temperatura
ha llegado a 0 °C.

Tan pronto como se ha alcanzado ésta temperatura, se observara algo de agua liquida en el recipiente. Es
decir el hielo empieza a fundirse. La fusion es un cambio de estado del sélido a liguido.

Aunque se suministre calor al mismo ritmo que antes, la temperatura se mantendra en 0 °C hasta que todo el
hielo se haya fundido (punto C) (La mezcla de hielo y agua ha de mantenerse en agitacion constante).
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Tan pronto como se haya fundido el ultima porcién de hielo, la temperatura comenzara nuevamente a
elevarse a un ritmo constante (mas lento que de A-B por cp, agua > Cp, hiclo). Cuando se haya alcanzado la
temperatura de 100 °C (punto D), comenzaran a escapar de la superficie burbujas de vapor (vapor de agua), el
agua empieza a hervir.

La temperatura permanecera constante en 100 °C hasta que desaparezca la ultima gota de agua. Ha tenido
lugar otro cambio de estado la ebullicion, ¢l agua ha pasado del estado liquido al gaseoso.

Si se hubiese recogido todo el vapor de agua (se hubiese necesitado un gran recipiente), el proceso de
calentamiento podria continuarse de E a F y el gas habria recibido el nombre de vapor recalentado.

La temperatura a la cual funden los sélidos cristalinos cuando se les suministra calor a la presion atmosférica,

se denomina punto normal de fusion, y la temperatura a la cual hierven los liquidos cuando se les suministra
calor a la presion atmosférica se denomina punto normal de ebullicion.

CALORES LATENTES

La cantidad de calor por unidad de masa que ha de suministrarse a una sustancia en su punto de fusion para
convertirla completamente en liquido a la misma temperatura, se denomina calor de fusion.

La cantidad de calor por unidad de masa que ha de suministrarse a una sustancia en su punto de ebullicion
para convertirla completamente en gas a la misma temperatura, se denomina calor de vaporizacion.

Los calores de fusion y de vaporizacion se expresan en cal/gr (BTU/Ib). Asi el calor de fusion del hielo es de
80 cal/gr y el calor de vaporizacion del agua es de 539 cal/gr.

Cuando se sustrae calor a un gas su temperatura desciende, y a la temperatura de ebullicion vuelve al estado
liquido, es decir se condensa.

El calor que devuelve el gas al condensarse, es exactamente igual al que gastd para evaporarse. Este calor
devuelto por unidad de masa se denomina calor de condensacion.

De igual manera, el liquido vuelve al estado solido, se solidifica, cuando se enfria hasta la temperatura de
fusién, y cede el llamado calor de solidificacion, y que es igual al de fusion.

El calor absorbido o liberado en el cambio de estado, se denomina calor latente Q:
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Q=mA ; A=Qm

A= calor de fusion a Tr. [=] cal/molgr
Av = calor de vaporizacion a Tb.
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CAPITULO VII

TRANSMISION DE CALOR

CONDUCCION

Uno de los primeros investigadores fue Franklin, quien registr6 una serie de observaciones sobre la
conductividad térmica de los materiales metalicos, ceramicos y de madera, con una particular referencia a las
asas de las teteras.

Newton propuso que la velocidad de enfriamiento de un cuerpo era proporcional a la diferencia de
temperaturas entre el cuerpo y sus alrededores. Scheele observo que el calor de una estufa podia desplazarse
a través del aire sin calentarlo, pudiendo sin embargo, ser absorbido por un vidrio.

Cuando dos objetos que estan a temperaturas diferentes se ponen en contacto térmico, el calor fluye desde el
objeto mds caliente hacia el mas frio. El flujo neto se produce siempre en el sentido de temperaturas
decrecientes.

Si un extremo de una barra metalica se coloca en una llama mientras el otro se sostiene con la mano, se
observara que ésta parte de la barra se va calentando cada vez mas aunque no este en contacto directo con la
llama.

Esta clase de flujo calorifico se denomina conduccion molecular o simplemente conduccion.

Las moléculas del extremo caliente, al elevarse la temperatura, aumentan la violencia de su vibracion;
entonces cuando chocan con sus vecinas (que se mueven mas lentamente), parte de su energia cinética es

compartida con ellas y la transmiten a su vez a las situadas mas lejos de la llama.

El calor puede ser conducido a través de solidos, liquidos y gases. El calor se conduce a causa de la
transferencia de energia de movimiento entre moléculas adyacentes.

Es bien sabido que los metales son buenos conductores de la electricidad y asi mismo buenos conductores del
calor.

La transmision del calor puede unicamente ocurrir cuando existe una diferencia de temperaturas.

Esto es, si el calor pasa de un cuerpo a otro, cuando ambos se encuentran en contacto, la temperatura del
primero es, por definicion, mayor que la del segundo.

CONDUCCION DE CALOR A TRAVES DE UNA LAMINA PLANA

Consideremos una ldmina de un material cuya seccion transversal tenga un area A y un espesor AX, cuyas
caras se mantienen a temperaturas diferentes Ty T.. Sea T| > To.




Fisica Basica Il

Area=A
o O,

AX

Experimentalmente se encuentra que el calor AQ, que fluye perpendicularmente a las caras es proporcional al
area A, asi como a la diferencia de temperaturas (T; - T> = AT) e inversamente proporcional al espesor Ax.

A A AT
“ —_—
q Ax

En el limite, de una lamina de espesor infinitesimal dx, a través de la cual hay una diferencia de temperatura
dT, se obtiene la Ley fundamental de la Ecuacion de la Conduccion de Calor o Ecuacion de Fourier para la
conduccion, en la que el flujo de calor ¢ en régimen estacionario queda determinado por:

= kA —
1 dx
Donde:

q = velocidad de conduccion de calor, keal/hr,

A = érea de la seccion transversal perpendicular al flujo calorifico, m?

dT/dx = gradiente de temperatura,

k = constante de proporcionalidad denominada conductividad calorifica, kcal/(hr m °C)

Conduccion en régimen estacionario significa que la velocidad de transferencia de calor ¢ a través de una
seccion transversal dada del sistema, no varia con el tiempo.

El signo negativo refleja el hecho fisico de que el flujo de calor se produce de mayor a menor temperatura, de
forma que el signo del gradiente dT/dx es contrario al flujo de calor (que sera positiva cuando dT/dx sea
negativa).

Una sustancia con una gran conductividad calorifica &, es una buen conductor del calor; en cambio una con
una conductividad calorifica k£ pequefia es un mal conductor o un buen aislante térmico.

El valor de & depende de la temperatura, aumentando ligeramente con ésta, pero se puede considerar casi
constante si la diferencia de temperaturas no es demasiado grande.

Los metales en su mayoria son mejores conductores de calor (k£ elevado) que los no metales y los gases son
malos conductores de calor (k bajo).

Apliquemos la ecuacion de Fourier a una lamina de espesor AX y seccion transversal constante A, en la cual
se ha alcanzado un estado estacionario (el flujo de calor no varia con el tiempo).
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T,>T,

Temperatura
. fija
Temperatura fija T, O OT

Xi X
De la ecuacion de Fourier:
- kA ar
1= dx
Como ¢, k'y A son constantes, integrando tenemos:
X2 T;
q f dx = —kA dT
X1 Ty

q(Xz -X1) = - kA(Tz - Tl) =kA (Tl - Tz)

Ty - Ty)
= kA ——=
1 (xz — x1)

= kA AT

1= Ax

Que se puede ordenar como:
q AT
A Ax/k

CONDUCCION DE CALOR A TRAVES DE UNA LAMINA DE VARIAS CAPAS

Consideremos una lamina compuesta por tres materiales que tienen diferentes espesores AX;, AX, y AX3 y
diferentes conductividades térmicas ki, k» y ks.

ki k> ks

Lo 0 e Q1

AX AX> AX;
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Si las temperaturas en las superficies exteriores son Ty T4 podemos determinar la rapidez de transferencia de
calor en estado estacionario a través de la lamina compuesta.

El flujo de calor es:

- A AT
1= Ax
Y podemos escribir:
q_ k (T, — T) _ (T — T3) _ (T3 — Ty)
A L — 1) 2 (x3 — x2) ! (g — x3)

Podemos despejar en cada ecuacion, la fuerza impulsora de temperaturas:

_q Axg
(=T = 4
_q Axy
(T =T = 44
_q Axz
(=T = 4 4

La suma de estas ecuaciones da:

De donde el flujo de calor es:

FLUJO DE CALOR A A TRAVES DE UN CILINDRO HUECO DE UNA ESFERA HUECA

Consideremos un cilindro hueco. Los radios interior y exterior son r; y r» respectivamente; 7; y 7> las
temperaturas interior y exterior. Sea L la longitud del tubo considerado.

T, OO
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Por la ecuacion de Fourier:

- k4 dT
1= dx
- kA dT
1= dr
El area normal al flujo calorifico es:
A=2nrL

= —k?2 LdT
q= mrl =

Al integrar esta ecuacion, obtenemos la velocidad de transmision de calor, en funcion de las condiciones de

contorno:
T2 dr T2 dT
qf —= —27‘[ka —
rn T T T

2
qlnr—=2nkL(T1— T,)
1

g _ (T, — T3)
L In(ry|ry)
2k

Para el caso de una esfera hueca, con temperatura T; en un radio interior r; y una temperatura T» en un radio
2, tenemos:

- k4 dT
1= dr
El 4rea normal (radial) al flujo calorifico es: A = 4 nt 12
I dT
1= r dr

Separando variables e integrando:

1 dr T;
qf — = —4nk | dT
- r2 T,

[1 Y - ak(r, - 1)
CIr1 r2—7T1 2

= 47k(T, — T,) — 12
q= 2Tkl 2 —
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Si & varia con la temperatura:
T.
Jp 2k dT
ko=
"T,-T
Admitiendo que & varia linealmente con la temperatura:

kit ky
)

FLUJO DE CALOR POR CONVECCION

El término conveccion implica la transferencia de calor debida a la transferencia de materia y a la mezcla de
elementos macroscopicos de fluido (liquido o gas)

Kin

En otras palabras, el término conveccion, se aplica a la propagacion del calor de un lugar a otro por un
movimiento real de la sustancia caliente.

Si la conveccidon es provocada por diferencia de densidades debidas a diferencia de temperaturas dentro del
fluido, recibe el nombre de conveccion natural o conveccion libre.

Sin embargo si el movimiento del fluido es el resultado de una fuerza exterior, una bomba o un ventilador,
entonces recibe el nombre de conveccion forzada.

Para comprender mejor la conveccion libre, consideremos un tubo en "U".

En (a) el agua estd a la misma temperatura en ambas ramas del tubo en U, y por consiguiente alcanza el
mismo nivel en cada una.

Si calentamos por algiin medio la rama de la derecha, el agua se dilata, y por consiguiente, siendo de menor
densidad se necesita una columna de mas longitud para equilibrar la presion producida por el agua fria de la
columna izquierda.

Al abrir la pequeiia llave, el agua pasara de la parte superior de la columna caliente a la fria. Esta aumentara
la presion en el fondo de la U del lado del agua fria, y disminuira la presion del lado del agua caliente, por lo
cual en el fondo de la U el agua es forzada a pasar del lado frio al caliente.
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Si suministramos continuamente calor al lado caliente y sustraemos calor del lado frio, la circulacion se
mantiene por si misma. El resultado en definitiva, es una propagacion continua de calor del lado caliente al
frio.

La teoria matematica de la conveccion del calor es muy complicada y no existe ninguna ecuacion sencilla
para la conveccion, como la hay para la conduccion.

Esto es debido al hecho de que el calor ganado o perdido por una superficie a determinada temperatura, en
contacto con un fluido a otra temperatura distinta, depende de muchas circunstancias, entre ellas:

de que la superficie sea plana o curva,

de que sea horizontal o vertical,

de que el fluido en contacto directo con la superficie sea un liquido o un gas,

delap, u, Cp y k del fluido,

de la velocidad del fluido,

de si tiene lugar, evaporacion, condensacion o formacion de peliculas, en la superficie.

AR e

La transferencia de calor por conveccion, puede ser estimada por:
q=hA (T>-T))

q = flyjo calorifico por conveccion, Kcal/hr,

h = coeficiente individual de transferencia de calor por conveccion, kcal/(hr m? °C),
A = 4rea de transferencia, m?,

T, = temperatura superior, °C,

T = temperatura inferior, °C.

Un caso que se presenta con frecuencia es el de la conveccion natural desde una pared o tubo a temperatura
constante, rodeado por aire a la presion atmosférica, con una diferencia de temperaturas AT.

El coeficiente individual de transferencia de calor por conveccion /4, ha sido calculado para éste y muchos
casos mediante la experimentacion. Algunos de estos coeficientes para conveccion natural en el aire y a la
presion atmosférica son:

h (kcal/hrm? °C)

Lamina horizontal, hacia arriba 2.14(AT)™
Lémina horizontal, hacia abajo 1.13(AT) ¥4
Lamina vertical 1.53(AT) "4
Tubo horizontal o vertical de didmetro D 3.6(AT/D) 4

D en cm.

FLUJO DE CALOR POR RADIACCION

Todo cuerpo cuya temperatura es superior al cero absoluto emite energia radiante en la forma denominada
radiacion térmica.
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En los sistemas a temperatura igual o inferior a la ambiente, la radiacion suele ser despreciable. Sin embargo
a temperaturas de calor rojo (~ 550 °C) y superiores, la transmision por radiacion es a menudo el principal
mecanismo de transferencia de calor.

Ademas de la radiacion térmica, los cuerpos pueden emitir energia radiante de otras formas. El hombardeo
de una sustancia mediante electrones produce una radiacion que recibe el nombre de Rayos X.

Sin embargo, tnicamente denominados radiacion térmica a la radiacion electromagnética producida en
virtud del emisor. Parte de ésta radiacion térmica recibe también el nombre de luz visible.

La transmision de calor por radiacion es la transferencia de energia por radiacion
electromagnética, denominada energia radiante.

Esta energia radiante se encuentra en forma de ondas electromagnéticas que se propagan con la velocidad de
la luz y se transmiten a través del vacio lo mismo que a través del aire (en realidad mejor en el aire, puesto
que son absorbidas por ésta en cierta proporcion).

Estas ondas cuando inciden sobre un cuerpo que no es transparente a ellas, como la superficie de la mano o
las paredes de la habitacion son absorbidas y su energia es transformada en calor.

El ejemplo mas obvio del mecanismo de radiacion es el transporte de calor a la tierra desde el sol. La
dificultad de transportar calor a una distancia de 150 millones de kilometros, a través de un vacio casi
absoluto, excluye cualquier posibilidad seria de las contribuciones por conveccion y conduccion.

El calor es raramente transferido por un s6lo mecanismo, sino que lo normal es una combinacion de dos o los
tres mecanismos que hemos anotado. Sin embargo en la mayoria de los procesos alguno de los tres
mecanismos es el predominante, pudiendo despreciarse los otros mecanismos.

La cantidad de radiacion térmica emitida por un cuerpo depende de su temperatura y de las caracteristicas de
su superficie.

Podriamos esperar que otro objeto a la misma temperatura que el sol (5500 °C) emitiera una luz igual a la
solar. Sin embargo, las condiciones de la superficie afectan también a la emision por lo que deberian
reproducirse a la vez la temperatura y las caracteristicas de la superficie.

La longitud de onda a la que tiene lugar el maximo poder emisor disminuye al aumentar la temperatura del
emisor. El espectro de la luz visible se encuentra en el lado de las bajas longitudes de onda del espectro de
radiacion térmica. A bajas temperaturas, cuando justamente comienza la emision de la luz visible (por ej. 550
°C) la luz es roja, y estas ondas se denominan infrarrojas.

Al aumentar la temperatura se emite mas energia a las longitudes de onda mas bajas, y la luz se aproxima mas
a la blanca o ultravioleta.

El sol emite energia a 5500 °C por lo que la curva de la distribucion espectral esta desplazada
substancialmente a la izquierda de la curva de 600 K. En realidad el espectro solar se extiende en la
denominada zona visible de 3500 a 7800 A, lo que es algo mas que una coincidencia.

La energia solar que alcanza la superficie terrestre contiene aproximadamente el 5 % de su energia en la zona
ultravioleta, el 40 % en la zona visible y el 55 % en la zona infrarroja.
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LEY DE STEFAN BOLTZMANN

Mediante determinaciones experimentales, se demostrd que el poder emisor total de un cuerpo real es
proporcional a la cuarta potencia de la temperatura absoluta.

Esta relacion, conocida como la Ley de Stefan Boltzmann, es aplicable a la energia radiante total de todas las
longitudes de onda emitidas en todas las direcciones y se escribe como:

W=¢oc T
donde:
W = cantidad de energia radiante emitida, Kcal/hr m?,
o = constante de Stefan Boltzmann y tiene un valor de:
o =4.878 x 107 Kcal/(hr m* K*)
€ = emisividad total del cuerpo.

La emisividad es baja para las superficies metalicas pulimentadas, y es moderadamente elevada para las
superficies metalicas oxidadas. Es elevada para la mayoria de las sustancias no metalicas.

La emisividad tiene un valor comprendido entre 0 y 1.0.

€
Aluminio: pulimentado 25°C 0.04
oxidado a 600 °C 200-600 °C 0.11-0.19
Cobre: pulimentado 115°C 0.023
negro por oxidacion 25°C 0.78
Ladrillo rojo 20 °C 0.93
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Si un cuerpo pequefio de poder emisivo € , estd completamente rodeado de paredes a una temperatura T, la
cantidad de energia radiante absorbida por unidad de superficie del cuerpo y por unidad de tiempo es:

W=¢oT*

Por consiguiente, para éste cuerpo a la temperatura T, rodeado de paredes a la temperatura T», la cantidad
neta de energia perdida o ganada a causa de la radiacion es:

W=g0 (T/*- Ty

EL EMISOR IDEAL

Si uno o mas cuerpos de pequefio tamafio, no generadores de calor, estan contenidos en el interior de una gran
recinto, en el que se ha hecho el vacio, alcanzaran eventualmente un estado de equilibrio térmico en el que
cada uno RECIBA CALOR RADIANTE a la misma velocidad que lo perdera.

T,

~ |

— ?Tl\

Cada cuerpo debe emitir energia radiante al mismo tiempo que la absorbe.
Por consiguiente, un buen receptor es también un buen emisor, y un mal receptor es a su vez un mal emisor.
La cantidad de energia radiante que choca contra la materia puede ser: absorbida, transmitida o reflejada.

Suponiendo que un cuerpo dado, no transmite la energia radiante, éste tiene que absorber o reflejar la energia
radiante que llega a él.

Es decir, resulta que un mal receptor deber ser un buen reflector, por consiguiente un buen reflector es un mal
emisor. Esta es la razon por la que se platean las paredes de los termos (la plata es muy reflectante y por
consiguiente un mal emisor).

La fraccion de la energia total que es absorbida se representa con el coeficiente de absorcion "a"; la fraccion
transmitida por la transmisividad "t" y la fraccion reflejada por la reflexividad "p".
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Estas definiciones conducen a:
att+p=1.0

Un cuerpo cuyo coeficiente de absorcion o, sea igual a la unidad (o =1) se denomina cuerpo negro o radiador
ideal. Para un cuerpo negro ¢ = 1.

No existe ninguna superficie real que sea una superficie negra ideal, siendo la mas aproximada la superficie
del negro de humo que solo refleja, aproximadamente el 1% de la energia que recibe:

att+p=1.0
p=10.01; t=0.0
a=0.99

Una manera de conseguir condiciones casi perfectas de un cuerpo negro, consiste en absorber o emitir
radiacion a través de un pequefo orificio practicado en un objeto hueco.

v

La radiacion que penetra por el orificio es probable que sea reflejada numerosas veces antes de reflejarse al
exterior por el mismo lugar por donde entro. De la parte reflejada, solo una pequeiia fraccion escapa a través
de la abertura, siendo el resto absorbido por las paredes. Por consiguiente /a abertura se comporta como el
equivalente a una superficie de la misma area con un coeficiente de absorcion igual a 1 (a=1), receptor ideal.

De forma semejante, la energia radiante emitida por las paredes y que escapa a través de la abertura (si las
paredes se encuentran a temperatura uniforme) sera de la misma naturaleza que la emitida por un cuerpo
negro o emisor ideal. (pirdbmetro optico).
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CAPITULO VIII

PRIMERA LEY DE LA TERMODINAMICA

TRABAJO EXTERIOR

Cuando se eleva la temperatura de un cuerpo tienen lugar fenomenos muy distintos; generalmente los gases,
liquidos y solidos se dilatan (aunque algunos pueden contraerse); los pares termoeléctricos desarrollan una
fuerza electromotriz; los conductores experimentan una variacion en su resistencia, etc.

En tales procesos hay una transmision de calor y también la aplicacion de una fuerza que efectua un
desplazamiento, y por consiguiente realiza un trabajo.

El estudio de éstos fendmenos y el de los cambios de energia que tienen lugar en la transmision de calor y
realizacion de trabajo constituyen el objeto de la termodinamica.

El estudio de los cambios energéticos involucrados en la realizacion del trabajo y en
el flujo del calor, es la tematica de la termodinamica.

La termodinamica considera un sistema perfectamente definido (por ejemplo un gas contenido en un cilindro)
el cual es obligado a actuar directamente sobre el medio exterior y a realizar una mision util. No se ocupa de
los procesos internos que no afectan al exterior del sistema y que no puedan ser utilizados o medidos.

Si un sistema en conjunto, ejerce una fuerza sobre el medio que lo rodea y tiene lugar un desplazamiento, se
ha realizado un trabajo por el sistema o sobre el sistema que se denomina trabajo externo. Asi un gas
encerrado en un cilindro y sometido a una presion constante, realiza un trabajo externo sobre el medio
exterior cuando al dilatarse, comunica un movimiento al piston.

El trabajo que realiza una parte del sistema sobre otra parte del mismo, se denomina trabajo interno. Por
ejemplo la accion mutua entre moléculas o entre electrones de un sistema origina un trabajo inferno. La
termodindmica no se ocupa del trabajo interno.

EL EQUIVALENTE MECANICO DEL CALOR

Ya hemos visto que la /bf~ft, fue desarrollada como una unidad de trabajo y la BTU como una unidad de
calor. Sabemos que el calor y el trabajo eran interpretados como conceptos separados, a mediados del siglo
XIX, la conexion entre calor y trabajo fue establecida firmemente, en la forma del principio de la
conservacion de la energia.

Tal principio afirma que el calor y el trabajo son formas de energia y que debe existir una relacion definida
entre ellas, llamada el equivalente mecdnico del calor.

Fue Joule, quien determiné por primera vez en forma experimental cuantas /bf-f de trabajo equivalian a una
BTU de calor.
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Joule utilizé un dispositivo en el que la caida de unos cuerpos hacia girar un conjunto de aspas en el interior
de un recipiente aislado que contenia agua, al agitar el agua del recipiente, se elevaba su temperatura.

En un ciclo de operacion, la caida de los pesos, contribuye una cantidad conocida de trabajo efectuado sobre
el agua, cuya masa es m, provocando un aumento AT en su temperatura:

Q=mcp AT
Por lo tanto, midiendo W y AT, se calcula Q; el resultado es:
1 BTU (=252 cal) = 777.9 Ibf-ft

Es decir, 777.9 1bf-ft de trabajo mecanico generan, al convertirse completamente en energia calorifica, 1
BTU, es decir elevara la temperatura de 1 libra de agua de 63 a 64 °F. Esta relacion puede escribirse:

1 cal =4.186 joules
En la practica, la caloria no tiene mucho uso ni es muy necesaria. Sin embargo hay que conocerla, ya que

estd muy arraigada en la literatura cientifica, y se ha definido una nueva caloria, llamada caloria
termoquimica.

1 cal(termoquimica) = 4.184 joules(exactamente)

TRABAJO ORIGINADO EN LOS CAMBIOS DE VOLUMEN

Consideremos un fluido, encerrado en un cilindro provisto de piston moévil, sobre el cual pueden actuar el
sistema y el medio exterior:
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Sea A la seccion transversal del cilindro y P la presion ejercida por el sistema en la cara del piston.

La fuerza sobre el piston es por lo tanto: F = P A; si el piston se mueve hacia afuera, una distancia
infinitesimal dx, el sistema realiza una cantidad de trabajo muy pequeiia:

dW =F dx
dW =P A dx
Pero:
Adx=dVv
Siendo dV la variacion del volumen del gas:
dW =P dV

En general, la presion no sera constante durante dicho desplazamiento.

Para obtener el trabajo total W que el gas efectia sobre el piston en un desplazamiento grande (por ejemplo
de Vi a V,) debemos conocer como varia P durante dicho desplazamiento:

W=deV

Esta integral puede ser evaluada graficamente, como el area bajo la curva de un diagrama P-V’.

Es convenio adoptado que el trabajo realizado por el sistema sea positivo, mientras que el realizado sobre el
sistema es negativo.

—
S
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Hay muchas maneras diferentes de llevar el sistema desde su estado inicial i hasta su estado final £.

Por ejemplo la presion puede mantenerse constante desde i hasta a y después hacer que el volumen
permanezca constante desde a hasta /. Entonces el trabajo efectuado al dilatarse el gas es igual al area bajo la
recta ia.

Otra trayectoria posible es la ibf, en la cual el trabajo efectuado por el gas es el area bajo la recta bf.

La curva continua desde i hasta f'es otra trayectoria posible en la que el trabajo efectuado por el gas difiere en
las dos trayectorias anteriores.

Por lo tanto resulta que:

El trabajo efectuado por el sistema no solo depende de sus estados inicial y final, sino
también de los estados intermedios, es decir de la trayectoria del proceso.

(dW no es funcion de estado del sistema, es una diferencial inexacta).

EL CALORY EL TRABAJO

Hemos visto como puede ser obligada una sustancia a pasar de un estado inicial a otro final por cualquier
numero de transformaciones, todas las cuales implican la realizacion de trabajo.

Sin embargo hay otros medios de modificar el sistema; consideremos los siguientes casos:
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En la figura (a) el sistema esta compuesto de agua y una rueda de paletas que es obligada a girar y agitar el
agua por la accion de un peso que cae.

En (b) el sistema esta formado por agua y una resistencia eléctrica introducida en ella. La corriente eléctrica
que pasa por la resistencia es producida por un generador accionado por un peso que cae.

En ambos casos se modifica el estado del sistema y puesto que el agente que provoca el cambio es un peso
que desciende "ambos procesos implican la realizacion de trabajo".

Consideremos otros dos casos:

En estos dos casos, la situacion es completamente distinta a los dos anteriores. El sistema en estos dos casos
es el agua contenida en el recipiente.

En (c), el sistema estd en contacto con un mechero, es decir con otro cuerpo a temperatura mas elevada;
mientras que en (d) el sistema estd proximo pero no en contacto directo con una lampara eléctrica cuya
temperatura es mucho mas elevada que la del agua.

En ambos casos, el estado se modifica, pero en ninguno el cambio se debe a un agente mecanico; en éstos
casos el cambio del sistema se debe a una transmision de calor.

La forma de seleccionar a un sistema en los problemas de la termodindmica es arbitraria. Es muy importante
definir con claridad, cual es el sistema y cual es el medio ambiente o medio exterior.
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En la figura (b) por ejemplo: si se considera como sistema el agua y su recipiente, y la resistencia como el
medio ambiente, hay una transmision de calor en virtud de la diferencia de temperaturas entre la resistencia y
el agua, pero sobre el limite del sistema no existe una fuerza que provoque un desplazamiento y en
consecuencia el trabajo es nulo.

Si escogemos al sistema como el formado por el generador, el circuito eléctrico, el agua y su recipiente, el
medio ambiente entonces, queda constituido por el peso. En este caso el medio ambiente (por medio de la
cuerda) realiza una trabajo sobre el sistema, pero no existe diferencia de temperatura entre el sistema y su
medio ambiente y en consecuencia el flujo de calor es nulo.

Este ejemplo indica que primero debe definirse con claridad lo que ha de ser el sistema y su medio ambiente
antes de decidir si el cambio en el estado del sistema se debe a un flujo de calor, a la realizacion de trabajo o a
ambos.

Solo habré transferencia de calor entre el sistema y su medio ambiente cuando exista una diferencia de
temperaturas a través de los limites del sistema; si no existe diferencia de temperaturas, la transferencia de
energia implica la realizacion de trabajo.

Al igual que el trabajo, el calor que fluye digamos hacia el sistema depende de la manera en que dicho
sistema se calienta (por ejemplo a P constante hasta T,y luego a T, hasta P, etc.)

El calor que pierda o gane el sistema no sélo depende de los estados inicial y final, sino
también de los estados intermedios, es decir de la trayectoria del proceso.

Tanto el calor como el trabajo, dependen de la trayectoria que se siga, ninguno de ellos es independiente de la
trayectoria.

Es convenio adoptado, que el calor realizado por el sistema es negativo y el calor cedido sobre el sistema es
positivo.

LA PRIMERA LEY DE LA TERMODINAMICA

Ahora es posible aunar todas estas ideas. Supongamos que un sistema cambia desde un estado inicial i hasta
un estado de equilibrio final /' de una manera definida, y llamemos Q al calor absorbido por dicho sistema y
W al trabajo efectuado por €l. A continuacion calculamos el valor Q - W. Después efectuamos un cambio
del sistema desde el mismo estado i hasta el mismo estado f, pero ahora por una trayectoria diferente.
Repetimos el proceso una y otra vez recorriendo en cada caso una trayectoria distinta y en todas ellas resulta
que la cantidad Q - W es la misma.

Es decir, aun cuando Q y W dependan por separado de la trayectoria seguida, su diferencia Q - W no depende
para nada de la manera en que el sistema pasa desde el estado i hasta el estado f, sino so6lo depende de los
estados (de equilibrio) inicial y final.

Ahora bien, Q es la energia afiadida al sistema por la transferencia de calor y W es la energia suministrada
por el sistema cuando realiza trabajo, de tal manera que Q - W representa por definicion al cambio de energia
interna del sistema. Representaremos a la funcion energia interna por la letra U.

La energia interna Uy del sistema en su estado final, menos la energia interna U; del sistema en el estado
inicial, es sencillamente el cambio en la energia interna del sistema, y ésta cantidad tiene un valor definido
independiente de como paso el sistema del estado 7 al estado f.
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Ur-Ui=AU

AU=Q-W
Expresion que se conoce como la Primera ley de la termodindmica..
Al aplicar ésta ecuacion debemos recordar que:

e Q se considera positiva cuando entra calor al sistema,
e W es positiva cuando el sistema efectua trabajo,
e Qy W han de expresarse en las mismas unidades.

Si el sistema solo sufre un cambio infinitesimal en su estado:

dU=dQ-dW
La Primera Ley puede expresarse asi: “Todo sistema termodinamico en un estado de equilibrio posee una
variable de estado, llamada energia interna U, cuyo cambio dU en un proceso diferencial queda determinado

por dU =dQ - dW”.

La Primera Ley de la Termodinamica se aplica a todo proceso de la naturaleza que comienza en un estado de
equilibrio y termina en otro, atin cuando el proceso pueda o no incluir estados de equilibrio.

PROCESO ADIABATICO

Consideremos un gas contenido en un cilindro como el sistema; el cilindro esta construido con un material
aislante al calor. El calor no puede entrar del medio ambiente y viceversa.

Un piston hermético sin friccion se carga con arena; de tal manera que cuando se afiada o quite arena el gas
pueda comprimirse o expandirse contra el piston, obteniéndose un trabajo que cruza la frontera.

Un proceso, en el cudl no fluye calor, ni hacia dentro ni hacia afuera del sistema se denomina proceso
adiabatico.
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En un proceso adiabatico Q = 0, de modo que de la Primera Ley, tenemos:

AU=Uf-Ui=Q-W
Proceso adiabatico, Q = 0:
AU=Us-Ui=-W

Por lo tanto, durante un proceso adiabatico la energia interna de un sistema, aumenta exactamente en la
cantidad de trabajo efectuado sobre él.

Si en un proceso adiabatico el sistema efectua trabajo, su energia interna disminuye.

Cualquier aumento de energia interna casi siempre da lugar a un aumento de la temperatura del sistema; por
lo contrario, una disminucién de la energia interna casi siempre hace que la temperatura del sistema
disminuya.

Ejemplos de procesos adiabaticos en ingenieria son: la dilatacion del vapor en el cilindro de las maquinas de
vapor, la dilatacion de los gases calientes en una maquina de combustion interna y la compresion del aire en
una maquina diesel o en un compresor de aire.

PROCESO ISICORO

Se dice que un proceso es isocoro cuando el sistema que lo experimenta no cambia su volumen.
Dado que no hay variacion de volumen, no se ha realizado ningun trabajo, W=0 y por la Primera Ley:
AU=Q-W proceso isocoro V= constante
Q=U:-U;
Es decir, todo el calor que se suministra al sistema se ha utilizado para aumentar su energia interna. Ej: la

combustion del vapor de gasolina y aire en un motor de explosion, implica un aumento extraordinariamente
rapido de la temperatura y la presion a volumen aproximadamente constante.

PROCESO ISICORICO

Consideremos un otro caso especial, en el que la presion permanece constante, en tanto que el volumen
cambia en una cantidad finita, por ejemplo desde Vi a V¢ se tiene:

W = jP dv = Pj dv; a P constante

W=P(Vi- V)

Un proceso que ocurre a presion constante se denomina proceso isobdrico. Por ejemplo, cuando se calienta
el agua en la caldera de una maquina de vapor hasta llevarla a su punto de ebullicion, convirtiéndola en
vapor, que después se sobrecalienta, se efectiian procesos a presion constante.
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Consideremos un proceso isobarico. El sistema es agua en un recipiente cilindrico. Un piston hermético sin
friccidn se carga con arena para producir y mantener la presion deseada en el agua.

Al sistema se transfiere calor. Supongamos que el agua hierve y parte de ella se convierte en vapor.

El sistema puede dilatarse, muy lentamente, pero la presion que ejerce sobre el piston es siempre la misma.
Si el piston se sujeta, de tal manera que no se mueva, o si le aladimos o le quitamos algo de arena durante el
proceso de calentamiento, dicho proceso no seria isobarico.

Consideremos el procesos de la ebullicion. La sustancia cambia su fase de liquida a vapor al presentarse una
combinacion definida de presion y temperatura. Por ejemplo a 100 °C el agua hierve si la presion es de 1

atm.

Consideremos el cambio de fase de liquido a vapor de una masa m, que ocurre a temperatura y presion
constantes. Sea Vel volumen del liquido y V, el volumen del vapor.

El trabajo efectuado por ésta sustancia al dilatarse desde V) hasta V, a presion constante es:

W=P(Vy-Vi; P = constante

Llamemos A al calor de vaporizacion, es decir al calor necesario para que una masa unitaria pase de liquido a
vapor a temperatura y presion constantes.

Entonces el calor absorbido por la masa m durante el cambio de estado es:
Q=mA
De la Primera Ley de la Termodinamica, tenemos:

AU=Q-W
de manera que:
AU=mA-PV,-V)
P=Cte.
Para éste proceso isobarico.

Cuando en un determinado proceso, la temperatura se mantiene constante, el proceso se denomina proceso
isotérmico.
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Un gas contenido en un cilindro, que es comprimido mediante un piston, del gas se va quitando calor
mediante algiin sistema de modo que la temperatura del gas es mantenida constante.

Un proceso de gran interés teorico es el de la dilatacion libre.

Consiste en un proceso adiabatico en el cual no se efectia trabajo ni sobre el sistema, ni por €.

Si de pronto se abre la llave, el gas se precipita en el vacio y se dilata libremente. A causa del aislamiento
térmico, éste proceso es adiabatico, y como las paredes de los recipientes son rigidas, el sistema no efectiia
ninguna trabajo.

De la Primera Ley:
AU=Q-W

Ur=1Uj

En la dilatacion libre, las energias internas inicial y final son iguales.

FENOMENO DE LA ESTRANGULACION

Un fendémeno de estrangulacion, es aquel en el cual un fluido que est4 inicialmente a una presion elevada y
constante pasa a través de una pequefia abertura (un orificio) a una regioén de presion inferior constante, sin
que tenga lugar un intercambio de calor.

Un fluido sale de un compresor a presion elevada, pasando después, a través de una valvula de
estrangulacion, a un tubo que lo conduce al depdsito de admision, a baja presion del compresor.

Consideremos un elemento del fluido encerrado, entre el piston y la valvula de estrangulacion, el cual es
obligado a moverse hacia la derecha.
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En (a) la presion conserva un valor constante elevado y en (b) la presion tiene un valor constante mas bajo.

Sea:
Pi= presion elevada,
P, = presion baja,
V1 = volumen de la masa de fluido a la presion elevada,
V, = volumen de la masa de fluido a la presion baja.

El fluido a alta presion pasa del volumen V; al volumen cero a la presion constante P; , el trabajo realizado
sobre el fluido es:
Pi(0-Vy)
El fluido a baja presion, pasa del volumen cero al volumen V a la presion constante Ps , el trabajo realizado
por el fluido es:
P> (V2-0)
El trabajo neto es:
W =P,V,-PV,
Como el proceso es adiabatico, de la Primera Ley tenemos:
U-Ui=Q-W=PV;-P,V,
U +P1Vi=Us+P.Vs
Los valores de la suma U + PV, se denomina entalpia.
h=U+PV
h1 = hz
U+ P Vi=Uy+ PV,
Este resultado (la estrangulacion) es de gran importancia en las técnicas que manejan vapor y en la técnica de

la refrigeracion. Los valores de entalpia, estan dados en tablas para el vapor de agua y para muchas
sustancias refrigerantes.

—
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CAPITULO IX

TEORIA CINETICA DE LOS GASES

El estudio de las propiedades de los gases se puede realizar desde distintos puntos de vista y a diferentes
niveles.

En primer lugar estd el punto de vista clasico; consiste en aplicar las Leyes de Newton a las particulas que
constituyen el gas y que reciben el nombre de "moléculas". Aplicar las leyes de la mecanica individualmente
por ejemplo a cada atomo de un gas, es algo que una computadora dara calculos muy voluminosos.
(10%moléculas, Numero de Abogadro).

Luego esta el punto de vista experimental; en laboratorio se llega a ciertas leyes y se dice que éste conjunto
de leyes gobiernan las propiedades de los gases, relaciones que se denominan con el nombre de Teoria
Cinética.

La Teoria Cinética trata de explicar las propiedades de los gases a partir de un modelo tedrico de lo que es un
gas.

En la misma linea, pero a otro nivel, la Mecdnica Estadistica, construye a partir de principios generales y
dentro de una estructura matematica rigurosa, un modelo mas versatil, que se aplica a gases como a solidos,
en teoria clasica como en teoria cuantica (Gibbs y Boltzmann).

Todo modelo es una simplificacion y esquematizacion de la realidad. Los creadores de la Teoria Cinética
concibieron un modelo de gas con las siguientes caracteristicas:

a) Las moléculas que constituyen el gas son muy pequefias y su niumero en un volumen macroscopico es
extremadamente grande; sin embargo el volumen efectivo de las moléculas es despreciable frente al
volumen del recipiente.

b) Las moléculas pueden ser formadas por un so6lo atomo (monoatdémicas), por dos (diatdmicas) o por
varios (poliatomicas).

c) El movimiento de las moléculas es desordenado y es gobernado por las leyes clasicas.

d) La densidad de las moléculas es tan baja que no existen fuerzas apreciables entre moléculas. Luego la
unica interaccion son los choques contra las paredes del recipiente.

e) Los choques son totalmente elasticos, con la consiguiente conservacion del movimiento y de la energia.

Estas hipotesis definen el gas ideal o gas perfecto, aproximacion de varios gases reales en condiciones
normales.

En este capitulo so6lo aplicaremos la teoria cinética a los gases, porque las interacciones entre sus atomos son
mucho mas débiles que en los liquidos y en los solidos, lo que implica las dificultades matematicas.

La masa del gas es igual al nimero de moles por el peso molecular (m = nM), con lo que la densidad del gas
serd igual a p =(nM)/V, donde V es el volumen total del gas.
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LEY DE BOYLE

Experimentalmente se encuentra que, a densidades bastantes pequenas, todos los gases tienden a mostrar una
cierta relacion sencilla entre las variables termodinamicas P, V' y T. Esto sugiere el concepto de un gas ideal,
es decir de uno que tuviese el mismo comportamiento sencillo en todas las condiciones de Py T.

Robert Boyle, encontré que si se mantiene constante la temperatura de una masa determinada de gas,
mientras su volumen varia entre amplios limites, la presion ejercida por el vas varia también de tal modo que
el producto de la P por el V permanece muy aproximadamente constante, es decir:

PV = constante
(T Cte, y masa Cte).
Relacion que constituye la Ley de Boyle. Referidos a dos estados diferentes, podemos escribir:

PV =P,V; = constante
T = constante
Donde los estados 1 y 2 deben estar a la misma temperatura.

Es decir un gas ideal es aquel que obedezca exactamente la Ley de Boyle a todas las presiones.

LEY DE GAY LUSSAC

El primer enunciado preciso de la ley que relaciona las variaciones de volumen de un gas con las variaciones
de su temperatura fue publicado por Gay Lussac.

Al parecer fue el primero en reconocer que al efectuar medidas en los gases es esencial mantener la presion
constante. Sino se hace esto, las variaciones de volumen originados por los cambios de presion, no permiten
conocer las variaciones de volumen debidas so6lo a los cambios de temperatura.

V
T = constante
(P=Cte)
Ley de Charles Gay Lussac
Esa magnitud medida, la variacion del volumen con la temperatura a presion constante, era el coeficiente de
dilatacion cubica, a presion constante:
V=Vo[l1+B(T-To)]
P constante

Siendo Vy el volumen a una temperatura de referencia To y V el volumen a la temperatura T.  es el
coeficiente de dilatacion cubica (1/°C). Si se toma, como es normal, la temperatura de referencia la de 0 °C:

V =Vo[l+BoT]
1) El volumen es funcion lineal de la temperatura,
2) El coeficiente de dilatacion bo tiene muy aproximadamente el mismo valor para todos los gases. Po =

1/273.15 [=] 1/°C.

Cuanto mas baja es la presion, los valores de 3o coinciden con mayor aproximacion para los distintos gases.
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Ahora podemos ampliar la definicion de gas ideal, el cual debe obedecer la Ley de Boyle a todas las
presiones y ademas debe cumplir la Ley de Gay Lussac con un coeficiente de dilatacion cubica igual a
1/273.15 (1/°C).

ECUACION DE ESTADO DE UN GAS IDEAL

Al combinar las leyes de Boyle y Gay Lussac (Charles-Gay Lussac); podemos obtener una sola ecuacion que
relacione la P, el V y la T de un gas ideal.

Consideremos un diagrama P-V.

Inicialmente supongamos que el gas se encuentra a 1 atm de presion y 0 °C de temperatura (punto 0). El gas
se expande luego a presion constante hasta un volumen V, a una temperatura T (punto 1). Después este gas
se comprime isotérmicamente hasta un volumen V y una presion P (punto 2).

Como los puntos 0 y 1 estan a la misma presion, se deduce de la Ley de Gay Lussac:
Vi=Vo [1 + BoT]
Al estar los puntos 1 y 2 a la misma temperatura, la Ley de Boyle da:

PV=PV,
Reemplazando V:
PV =Py V(1 +BoT)
Que puede escribirse:
PV=PyVy Bo (T +1/ Bo)
Para un gas ideal:
1/ Bo=273.15°C

El término entre paréntesis, representa la temperatura Kelvin:
Tk=273.15+T

PV =Py Vo BoT
T en Kelvin,
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Como Py =1 atm, Ty =0°C, Vj es el volumen ocupado por el gas en condiciones normales. En condiciones
normales, un molgramo de cualquier gas ocupa aproximadamente 22.415 litros.

Si la masa del gas comprende n molgramo, su volumen sera:
Vo=nx22.415 litros

PoVoBo=1atmxnx22.415 Its x 1/(273.15 °C)
=0.08206 x n (atm-It)/°C
=nx 0.08206 atm-It/°C
Este coeficiente 0.08206 atm-1t/°C es igual para todos los gases, y se representa por la letra R, conocida
como la constante universal de los gases, que en diferentes unidades tiene el valor de:

R =0.08206 atm-It/(molgr °C)
R =1.987 cal/(molgr °C) = 1.987 BTU/(mollb °F)
R =8.314 Joules/(molgr K)

Con lo que la expresion:
PV =Py VBT
como:
Py Vo B(): nR
PV=nRT

Conocida como la ecuacion de estado de un gas ideal.

Puede obtenerse una forma mas conocida de la ecuacion del gas ideal, escribiendo:

PV _ o
T =n

Si a una masa de gas se la hace experimentar un cambio cualquiera, el segundo miembro permanece
constante. Si nos referimos a dos estados cualesquiera:

PV, PV,
T, T,

PV
- = constante

CALCULO CINETICO DE UN GAS IDEAL

Calcularemos ahora la presion de un gas ideal a partir de la Teoria Cinética. Es decir, una relacion entre la
presion del gas en un recipiente y la energia cinética de las moléculas del gas ideal.

Por sencillez consideremos un recipiente ctibico de arista L.

._.
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Una molécula de masa m tiene una velocidad v = (ivx + jvy + kvz). Si ésta particula choca con Ay, rebotard

invirtiendo su componente x de la velocidad, de modo que el cambio en el impetu (fuerza, violencia) de la
particula sera:
Impetu final - Impetu inicial = - mvy - (mvy)
=-2mvx

Perpendicular a A;. Por lo tanto el impetu impartido a A; sera 2mvy, ya que el impetu total se conserva, por
tratarse de un choque eldastico.

Supongamos que ésta particula alcanza A; sin que en su trayectoria choque con ninguna otra particula.

El tiempo requerido para atravesar el cubo sera: L/vy. En A, invertira de nuevo la componente x de su

velocidad y regresara a A;. Suponiendo que no hayan colisiones intermedias, el viaje de ida y vuelta durara
un tiempo 2L/vy, asi que el numero de choques por unidad de tiempo, que la particula puede efectuar con A,

es vy/2L, de manera que el ritmo con el que se transfiere impetu a A; es:

vy  mug
2L L

Impetu * numero de colisiones = 2 mv, *

2
Para obtener la fuerza total sobre A, debemos sumar % para todas las particulas:

) Fuerza
Presion = ———
Area
A —_72.
Area=17%
s (mu§i>
P — =t L P —_ ?:1(m V)%i)
- 12 - L3
n 2
p= m Zi=1( Uxi
= =0

De donde, la presion es:
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Si N es el numero total de particulas del recipiente:
N= nvL3

Donde ny, es el nimero de moléculas por unidad de volumen:

Pero mny, es la masa por unidad de volumen, es decir la densidad p.
La cantidad en paréntesis es el valor promedio de v,’ para todas las particulas del recipiente, entonces:
P=p vy

Para todas las particulas v’ = v’ + v’ + v., debido al elevado niimero de moléculas, los valores promedio de
v, v/’ v.” seran iguales y el valor:

Vx=Vy=V,=V/3
Por lo tanto:
vx=V/3
Y la presion que ejerce el gas sera:

P=pvl=13pV*

Aunque éste resultado se ha obtenido ignorando las colisiones entre las particulas, es verdadero atin cuando
consideremos a dichas colisiones. De igual manera, hubiésemos podido escoger un recipiente de cualquier
forma, el escoger un ctibico fue simplemente para simplificar el calculo.

Por el principio de Pascal, la presion es la misma en todos los lados y en cualquier parte de su interior (se ha
ignorado el peso del gas).

La raiz cuadrada de v’ se llama rapidez cuadrdtica media de las moléculas y es una especie de velocidad
molecular promedio:

Vrem = VU2
p=nM/V ; PV =nRT
P=1/3pVv? ; v2=3P/p
v? = 3P/(nM/V) ; v? =3PV/(nM)
v? = 3nRT/(nM)
3RT
Urem = ™
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Con valores normales de presion (1 atm) y de densidad del aire (1.293 kg/m3) da viem= 485 m/sec que se
acerca a la velocidad del sonido.

CALORES ESPECIFICOS DE UN GAS IDEAL

La energia interna U de un gas ideal:
U anRT

Esta prediccion de la teoria cinética establece que la energia interna de un gas ideal es proporcional a la
temperatura Kelvin 'y solo depende de la temperatura, siendo independiente de laP y el V.

La temperatura de un gas puede elevarse en condiciones muy distintas. Por ejemplo manteniendo el volumen
constante o bien manteniendo la presion constante, o pueden permitirse que ambos varien de un modo
arbitrario.

En cada uno de éstos casos, resulta diferente la cantidad de calor que se necesita para elevar un grado la
temperatura de una unidad de masa del gas. Es decir, un gas posee distintas capacidades calorificas
especificas.

La capacidad calorifica de una sustancia es el calor que la unidad de masa requiere para sufrir un cambio de
una unidad en su temperatura. Una unidad de masa conveniente es el mol. La capacidad calorifica
correspondiente recibe el nombre de capacidad calorifica molar y se representa por C. En los gases, s6lo son
importantes dos tipos de capacidad calorifica molar, las consideradas a volumen constante Cy 'y a presion

constante Cp.

Consideremos n moles de un gas ideal, encerrado en un dispositivo de cilindro y émbolo. La temperatura del
gas puede aumentar o disminuirse a voluntad, de modo que se pueda afiadir calor al sistema o extraerlo, segun
se desee.

ROODDDODNNG
OO AN
T+ AT T T+ AT
P,V+AV P,V P+AP, V
(a) (b) (c)
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Inicialmente el gas tiene una presion P, una temperatura T, y un volumen V, representado por el punto a del
diagrama PV.

P+ AP

V+ AV

Si aumentamos la T del sistema a una temperatura (T+AT), a medida que esto ocurre afadimos arena al
émbolo de modo que su volumen V no cambie. Este proceso a volumen constante hace pasa el sistema del
punto a al c. Apliquemos la Primera Ley de la Termodindmica a éste proceso:

AU=Q-W
Por definicion de Cv tenemos Q=nCvAT, y el trabajo realizado W=Pdv es nulo, porque AV=0.

AU=n C, AT
Si la misma masa del gas se calentase hasta una temperatura (T+AT) pero ésta vez evitando que la carga de
arena se altere, de manera que la presion no cambie. Este proceso a presion constante, hace pasa el sistema

del punto @ al b. Por definicion de Cp, Q=nCpAT también W=pAV.

Ahora bien, en un gas ideal, U sdlo depende de la temperatura. Como los dos procesos anteriores implican el
mismo cambio AT en la temperatura, también debe implicar el mismo cambio AU en la energia interna, es
decir AU = nCvAT. Aplicando la Primera Ley de la Termodinamica:
AU=Q-W
nCvAT=nCp AT -P AV
nCp AT =nCv AT +P AV
En un proceso a presion constante.
Apliquemos la ecuacion de estado PV = nRT al proceso a presion constante, tomando diferencias: PAV =n R
AT y combinando:
n(Cp-Cv)AT =P AV
n(Cp-Cv)AT =nRAT
R = Cp - Cv

Esto demuestra que la capacidad calorifica molar de un gas ideal a presion constante es siempre mayor que la
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obtenida a volumen constante; en una cantidad igual a la constante universal de los gases R=1.987 cal/molgr
K.

Aunque la ecuacion R = C, - C, so6lo es exacta para un gas ideal, es casi verdadera para gases reales a una
presion moderada.

COMPRESION O EXPANSION ADIABATICA DE UN GAS IDEAL

Cuando se comprime adiabaticamente un gas ideal; el trabajo realizado sobre el gas sirve para aumentar su
energia interna, y como la energia interna de un gas ideal s6lo depende de su temperatura, ésta se eleva.
Inversamente, en una expansion adiabatica de una gas, ideal, la temperatura disminuye.

Para deducir la relacion entre T-P y P-V en una transformacion adiabatica, utilicemos la Primera Ley de la
Termodinamica y la ecuacion de estado de un gas ideal:

En forma diferencial: dU=dQ -dwW
dU=Q-W

Para un proceso adiabatico, Q=0, W = PdV. Para un gas ideal U solo depende de su temperatura, dU =
nCvdT.

nC,dT=-PdV

nCy,dT+PdV=0
Para un gas ideal PV=nRT

nRT

v
av
n C,dT + nRTV =0

Separando variables:

dT R dV _ 0
T C, V
Como:
_ . R_ G _
R=Cp.Cy; > o= C,
Si hacemos:
v =Cy/Cy Cﬁ =y-1
Luego:
ar NV
—=0-D5=0
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Esta ecuacion puede ser integrada, suponiendo que y permanece aproximadamente constante.
InT + (y-1) In V = constante
T VY=Y = constante

Para los estados 1y 2:
Tlvl(y_l) — TZVZ(Y_I)

La relacion entre P y V para una transformacion adiabatica se deduce a partir de:

T V=D = constante PV=nRT
T=2
PV e
— V=1 = constante
nR

PV = constante
De donde:

P1 V]_y — PZ VZV

En la practica es posible evaluar la relacion de capacidades calorificas y, mediante datos de Py Vo Ty V.
Por ejemplo despejando y de la ecuacion anterior:

InPi+yInVi=InP,+yInV,

_InP,—InP
" InV,—InV,

LA EQUIPARTICION DE LA ENERGIA

Recordemos que la presion esté relacionada con la energia cinética de las moléculas, mediante:

|4

P =1/3 pv?
Multiplicando por V ambos miembros:
PV=1/3pV v?
Donde: pV = masa del gas.
Esta masa del gas, también podemos escribirla como:
m=nM

n = niimero de moles
M = peso molecular
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Sustituyendo:
PV=13mv=13nMV?

PV=13nMyV

1/3 nMV’ corresponde a dos tercios de la energia cinética de traslacion total de las moléculas: es decir
2/3%(1/2 n M v*) podemos escribir:

P V=2/3*(%an M v?)
Reemplazando la ecuacion de estado de un gas ideal: PV=nRT
nRT=2/3*"%nMv?)
“BMV2=3/2RT

Es decir: la energia cinética traslacional total por mol de las moléculas de un gas ideal es proporcional a la
temperatura.

Si hablamos de energia total:
“Mv*=32nRT

En otras palabras, la energia disponible solamente depende de la temperatura y se distribuye en partes
iguales. Este teorema ha sido enunciado, sin haber sido probado, y se denomina teorema de la equiparticion
de la energia, demostrado por Maxwell.

Es decir en las moléculas gaseosas la energia cinética de traslacion por mol es 3/2RT.

Sin embargo la energia cinética de traslacion por mol es la suma de tres términos, que son: %Mv,’, %Mv,’,
%Mv.?. El teorema de la equiparticion requiere que cada uno de estos términos contribuya con la misma
cantidad de energia total por mol, o sea %RT.

En los gases monoatomicos las moléculas solo tienen movimiento traslacional, de modo que:

U=32nRT
Ademas:
au

dU=nCvdT S Cv:m

v ndT 2 dr
C, = ;R
Como: R=C,-C,
5
Cp = >R
De donde:
y = % y=1.67

Ejemplos: He, Ar.
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En los gases diatomicos existen dos tipos de movimientos traslacional y rotacional.:
Traslacional =3/2n R T
Rotacional = (2* /anRT)=nR T
Es decir:
U=32nRT+nRT
U=52nRT
dU=nC,dT

o dU _ 5nRdT
V" ndT  2ndT

Cy=512R; Cp=T7/2R; v=1.40
Ejemplos: H,, O2, N, Cla.
En un gas poliatomico, las moléculas tienen movimientos traslacional y rotacional:
Traslacional =3/2n R T
Rotacional =3* 2anRT=3/2nRT
U=32nRT+32nRT
U=3nRT

du _ 3nRdT
ndT ~ ndT

C, =

C,=3R; C,=4R; y=1.33
Ejemplos: CO,, SO,, NH, etc.
Los valores de v, tanto para gases monoatomicos, diatdmicos y poliatomicos, varian en la realidad, debido a

que no se tomaron en cuenta, la energia vibracional de las moléculas, y cuando dos 4tomos chocan la energia
cinética traslacional puede convertirse en energia interna de uno o de ambos atomos.

LA ECUACION DE VAN DER WAALS

La ecuacion de estado para un gas ideal es:
PV=nRT

De esta ecuacion y de los principios de la termodinamica se puede demostrar que la energia interna soélo
depende de su temperatura.
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Los gases reales, cumplen estas relaciones cuando p es pequefia.

En las hipotesis de gas ideal, se hablo de que el volumen que ocupan las moléculas es pequefio comparado
con el del recipiente, sin embargo no podemos ignorar el hecho de que las moléculas ocupan una fraccion del
volumen de que dispone el gas. Cuando la densidad es grande no se puede despreciar estos efectos.

Van Der Waals dedujo una ecuacion de estado modificada que toma éstos efectos en cuenta.

El volumen no nulo de las moléculas implica que éstas, en lugar de tener un espacio vacio de volumen V para
moverse, el espacio se encuentra parcialmente ocupado por ellas y reducido a (V - nb), en donde nb es
aproximadamente el volumen ocupado por las moléculas. En la ecuacion de estado del gas ideal podriamos
reemplazar:

P(V-nb)=nRT
Las fuerzas atractivas tienden a mantener el gas unido, y por tanto, la presion que ejerce se reduce.

La presion promedio ejercida por las moléculas disminuye en una cantidad proporcional al cuadrado de la

densidad:

n2

Reduccion de la presion = a vz
Donde a = constante para cada gas:

_ nRT an?®
- (V-nb) V2

Reorganizando ésta ecuacion de modo que se parezca a PV=nRT,:

p RT a
-V TV
G—-b P
Si representamos el volumen por molécula:
%4
Vm = E
RT a
P = - =
(Vm - b) Vm

Ecuacion conocida como la Ecuacion de Van Der Waals.

a'y b se calculan experimentalmente.

a
— = presion interna

Um
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A continuacion se muestran los graficos P — V para las ecuaciones de estado de un gas ideal y de un gas de
Van der Waals.

—
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CAPITULO X

LA SEGUNDA LEY DE LA TERMODINAMICA

Como ya hemos visto la Primera Ley de la Termodinamica, indica que la energia se conserva.

Sin embargo proporciona solamente una cantidad util llamada energia interna, es decir mediante una receta,
solamente medimos, cuantitativamente los cambios de la energia interna.

Podemos pensar en muchos procesos termodinamicos que conservan la energia, pero que nunca ocurren en
realidad. Cuando un cuerpo caliente y un cuerpo frio se ponen en contacto, simplemente no sucede que el
cuerpo caliente se caliente mas y el que el frio se haga mas frio, y sin embargo éste proceso "no viola la
Primera Ley de la Termodindmica".

De igual manera, la Primera Ley no restringe la capacidad de convertir trabajo en calor o calor en trabajo y
solo especifica que la energia debe "conservarse durante el proceso”.

Pero practicamente ocurre que aunque una cantidad de trabajo puede convertirse totalmente en calor, nunca
se ha podido encontrar un procedimiento que convierta por completo una cantidad dada de calor en trabajo.

La Segunda Ley de la Termodindmica, se ocupa de éste problema, es decir; de cuales procesos que
supuestamente cumplen con la Primera Ley ocurren o no en la naturaleza.

PROCESOS REVERSIBLES E IRREVERSIBLES

Consideremos un sistema en equilibrio termodinamico. Una masa m de un gas (real) encerrado en un cilindro
con émbolo, cuyo volumen es V, el gas tiene una presion P y una temperatura T.

En un estado de equilibrio estas variables termodinamicas permanecen constantes con el tiempo.

Supongamos que el cilindro tiene paredes aislantes (ideales) y cuya base es conductora del calor (ideal).
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Cambiemos ahora el sistema hasta otro estado de equilibrio en el cual la temperatura T sea la misma, pero
cuyo volumen V se haya reducido a la mitad. Consideremos dos maneras de cambiar el sistema:

1.  El émbolo se baja muy rdapidamente, después se espera que se restablezca el equilibrio. Durante éste
proceso, el gas es turbulento y su P y su T no estan definidas.

Este proceso no puede representarse por una linea en un diagrama PV.

El sistema pasa de un estado de equilibrio 7 a otro f'a través de una serie de estados que no son de
equilibrio.

2. Suponiendo que no haya friccion, el émbolo se baja con mucha lentitud (afiadiendo de poco a poco
arena), de tal manera que P, V y T del gas sean, en todo tiempo cantidades bien definidas. Del depdsito
se habra transferido una pequefia cantidad de calor, y en un tiempo pequefio, el sistema alcanzara un
nuevo estado de equilibrio, siendo su temperatura otra vez igual a la del deposito.

Aumentando indefinidamente el nimero de cambios, y las correspondientes disminuciones del tamafio
de cada cambio, llegamos a un proceso ideal, en el cual el sistema pasa a través de una sucesion
continua de estados de equilibrio, que podemos representar graficamente como una /inea continua en el
diagrama PV.

Los procesos del tipo I se llaman procesos irreversibles.
Un proceso reversible es uno en el que la trayectoria puede invertirse mediante un cambio diferencial en su
medio ambiente. (presion + dP ¢ - dP, fuerza de friccion no seria reversible. Cuasiestdticos procesos que

ocurren con mucha lentitud, no siempre son reversibles).

En la practica todos los procesos son irreversibles, pero nos podemos aproximar a la reversibilidad tanto
como queramos efectuando los arreglos experimentales adecuados (gas real y gas ideal).

MOTOR TERMICO

Es posible extraer calor y utilizarlo para acondicionar habitaciones, cocinar o mantener un horno a elevada
temperatura.
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Pero, para mover una maquina o propulsar un vehiculo o un proyectil se requiere energia mecanica, y uno de
los grandes problemas es extraer calor de un foco a temperatura elevada y convertir la mayor fraccion posible
de €l en energia mecanica.

En las primeras maquinas térmicas, solamente una pequefia fraccion del calor absorbido de la fuente con
mayor temperatura podia convertirse en trabajo til. Habia la esperanza de inventar una maquina que pudiese
tomar calor de un depdsito abundante, como el océano, y convertirlo completamente en trabajo util.

Esta ambicion no violaria la Primera Ley de la Termodindmica sin embargo nunca se ha alcanzado ésta
ambicion y hay razones para creer que nunca se alcanzara.

La transformacion de energia calorifica en energia mecénica, exige siempre el empleo de un motor térmico
(una maquina de vapor, un motor de gasolina, de diesel o un motor de reaccion).

Las transformaciones de energia de un motor térmico se muestran en el siguiente diagrama:

El motor térmico o maquina térmica, toma calor de Qi, de la fuente a la temperatura superior T;_ Algo del

calor Q; tomado por la maquina se convierte en trabajo W, pero el resto se cede como calor Q: a una fuente
de temperatura inferior T>.

Para simplificar el problema, consideremos un motor en el cual la sustancia de trabajo experimenta un ciclo.
Esto es una serie de procesos al cabo de los cuales vuelve a su estado inicial (en un frigorifico doméstico, el
refrigerante efectia un proceso ciclico).

Si la sustancia de trabajo realiza un ciclo, es decir, vuelve periddicamente a su estado inicial, la variacion de
energia interna en un nimero cualquiera de ciclos es nula. En virtud de la Primera Ley:
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AU = Qtotal - Wtotal
AU=0
Wt = Qtotal
Qtotal = Q1 +(-Q2) =Qi - Q2

Wi=W

W=Q:-Q
Es decir, el trabajo mecénico, realizado por una maquina térmica es igual "a la diferencia entre el calor

suministrado al motor y el cedido por éste". (considerando Q; y Q2 positivos).

La eficiencia n de una maquina térmica, es la relacion entre el trabajo neto efectuado por la maquina durante
un ciclo, y el calor que se toma de la fuente de mayor temperatura en el mismo ciclo:

_w
=
, e
0
L
g1

Que demuestra que la eficiencia de una maquina térmica es siempre menor a uno (100%) en tanto que el
calor Q), cedido al escape no sea cero.

Sadi Carnot, ingeniero francés, ya habia demostrado éste hecho. La experiencia actual, nos muestra que todo
motor térmico expulsa siempre algiin calor.

MOTOR DE GASOLINA

El motor corriente de gasolina es del tipo de cuatro tiempo, porque en cada ciclo tienen lugar cuatro procesos.
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Si partimos en el instante en que el piston se encuentra en la parte superior de su carrera, se introduce en el
cilindro, durante la carrera descendente, una mezcla explosiva de vapor de gasolina y aire, permaneciendo
abierta la valvula de admision y cerrada la de escape. Esta es la carrera de admision.

Al final de ella, la valvula de admision se cierra y se eleva el piston, realizdindose una compresion,
aproximadamente adiabdtica. Esta es la carrera de compresion.

En el extremo de ésta carrera, o cerca de él, una chispa inflama la mezcla de vapor de gasolina y aire, cuya
combustion tiene lugar muy rapidamente; la presion y temperatura aumentan, aproximadamente a volumen

constante.

El piston es ahora empujado hacia abajo, al expandirse de modo aproximadamente adiabdtico los gases
resultantes de la combustion. Esta es la carrera de trabajo, al terminar la cual se abre la valvula de escape.

La presion dentro del cilindro disminuye rapidamente hasta la atmosférica, y el piston, al levantarse durante
la carrera de escape, obliga a salir a los gases que quedan. Se cierra ahora la valvula de escape, se abre la de

admision y se repite el ciclo.

Para fines de calculo, el ciclo de un motor de gasolina puede sustituirse aproximadamente por el ciclo Otto.

Q1

V, Vi

Partiendo del punto a, se comprime adiabaticamente aire a la presion atmosférica hasta el punto b; después es
calentado a volumen constante hasta c, luego se le permite expandirse adiabaticamente hasta d y por tltimo,
se enfria a volumen constante hasta el punto a, repitiéndose el ciclo.

La linea ab corresponde a la carrera de compresion; bc a la explosion; cd a la carrera de trabajo y da al
escape.

El cociente V/V; se denomina razon de compresion, y es aproximadamente 10 para un motor moderno de
combustion interna.

El trabajo realizado viene representado por el area achurada encerada en el contorno abcd. El calor se
suministra a volumen constante a lo largo de la linea bc, y se cede a lo largo de da.

Suponiendo que el aire se comporta como un gas ideal, el calor suministrado y el trabajo realizado
(rendimiento) pueden calcular en funciéon de la razén de compresion:
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V2

Donde Y es la razon de los calores especificos a presion y a volumen constante.

Para una razon de compresion de 10 y un valor ¥ =1.4, el rendimiento es del 60 %, aproximadamente.
(Rendimiento mayor a relacion de compresion mayor, temperatura de salida muy elevada, problemas de
explosion espontanea, problemas de resistencia mecéanica y deterioro de las piezas del motor).

MOTOR DIESEL

En el Ciclo Diesel (o de Stirling?), penetra aire en el cilindro durante la carrera de admision y se comprime
adiabaticamente durante la compresion hasta una temperatura suficientemente alta para que el aceite
combustible inyectado al finalizar esta carrera arda en el cilindro. sin necesidad de ser inflamado por una
chispa.

La combustion no es tan rapida como en el motor de gasolina, y la primera parte de la carrera de trabajo se
verifica a presion casi constante. El resto de la misma es una expansion adiabatica, a ésta sigue la carrera de
escape, que completa el ciclo. El ciclo diesel, puede representarse en un diagrama P-V por el ciclo de
Stirling.

Partiendo del punto a, el aire es comprimido adiabdticamente hasta b; después, calentado a presion constante
hasta c; a continuacion se le deja expandir adiabdticamente hasta d, y por ultimo se enfria a volumen
constante hasta el punto a.

Puesto que en cilindro de un motor diesel no hay combustible durante la carrera de compresion, no existe
posibilidad de que se produzca encendido prematuro y la razén de compresion V1/V, puede ser mucho mayor
que en el motor de combustion interna. Es tipico el valor de 15. la relacion de expansion vale con frecuencia
5. Con estos valores, el rendimiento de un ciclo Diesel se calcula en 56 % aproximadamente.
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EL CICLO DE CARNOT

Supongamos una sustancia de trabajo (por ejemplo un gas ideal) en un estado de equilibrio dentro de un
cilindro con un émbolo.

Efectuando cambios en el medio ambiente del sistema, podemos efectuar una amplia variedad de procesos.
Por ejemplo que el gas se dilate, o se comprima, podemos anadir o sustraer energia en forma de calor,
también podemos efectuar una secuencia de procesos tales que el sistema regrese a su estado de equilibrio
original, etc.

Consideremos un ciclo reversible, en un diagrama PV.

A lo largo de la curva abc, el sistema se dilata, y el area bajo ésta curva representa el trabajo efectuado por el
sistema durante la dilatacion.

y

A lo largo de la curva cda, que lo lleva a su estado original, se comprime el sistema, y el area bajo ésta curva
representa el trabajo que debe realizarse sobre el sistema, durante la compresion.

De aqui el trabajo neto efectuado por el sistema estd representado por el area encerrada por la curva y es
positivo. Si el ciclo se recorre en sentido opuesto (adc y cba) el trabajo neto es negativo.

Un ciclo reversible es el Ciclo de Carnot.
El Ciclo de Carnot determina, el limite de la capacidad de convertir calor en trabajo.

El sistema esta formado por una sustancia de trabajo, tal como un gas, y el ciclo, consta de dos procesos
reversibles isotérmicos y de dos adiabaticos.

La sustancia de trabajo, un gas ideal, estd contenido en un cilindro que tiene un base conductora de calor, y
unas paredes y un émbolo no conductores.

Podemos proporcionar un deposito de calor a una temperatura T; y otro a una temperatura T, inferior, y un
soporte no conductor.
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PASO 1 El gas, esta en su estado de equilibrio inicial representado por Pi, Vi y Ti. Dejamos que el gas
se dilate lentamente hasta P>, V,, Ti. El gas absorbe una energia calorifica Q; por conduccion
desde la base. La dilatacion es isotérmica y el gas efectiia un trabajo.

PASO 2 Hacemos que la dilatacion continue, pero adiabdaticamente (sin que entre ni salga calor del
sistema) hasta Ps, Vs y To. El gas efectiia un trabajo elevando al émbolo y su temperatura
disminuye hasta T».

PASO 3 Comprimimos el gas lentamente, hasta P4, V4, To. Durante éste proceso se transfiere energia
calorifica Q, del gas a un depdsito de calor T, (mas frio). La compresion es isotérmica y se
efectiia trabajo sobre el gas a través del piston y de su carga.

PASO 4 Seguimos comprimiendo el gas, pero adiabdticamente, hasta su condicion inicial, Py, Vi, Ti. Se
debe efectuar trabajo sobre el sistema y su temperatura se leva hasta T;.

Representemos en un diagrama PV.

—
98]
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El trabajo neto W efectuado por el sistema esta representado por el area encerrada en el trayectoria abcda.

La cantidad total de energia calorifica recibida por el sistema en el ciclo es (Q:-Q-), en donde Q; es el calor
absorbido en el paso 1 y Q, es el cedido en el paso 3. Como los estados inicial y final coinciden (ciclo
cerrado), no hay cambio neto en la energia interna U del sistema, por lo tanto, de la Primera Ley:

AU=Q-W
Q=Qi+(-Q)
W=0Q-Q

Se puede obtener cualquier cantidad de trabajo requerido, simplemente repitiendo el ciclo. De aqui que el
sistema actiie como una maquina térmica.

Aunque las maquinas térmicas reales no operan sobre un ciclo reversible, el Ciclo de Carnot que si lo es,
proporciona informacion util sobre el comportamiento de cualquier maquina térmica. “Establece un limite

superior” en el rendimiento de las maquinas reales y por lo tanto fija una meta a alcanzar.

Recordemos, la eficiencia de una maquina térmica; (o del Ciclo de Carnot):

LW a-o
o
@
p=1-2

FRIGORIFICO

Un frigorifico puede considerarse como un motor térmico que funciona en sentido inverso.
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Es decir, un motor térmico, toma calor de un foco caliente, transforma parte de €l en trabajo mecanico y cede
la diferencia en forma de calor a un foco frio. En cambio un frigorifico toma calor de un foco frio, recibe
trabajo mecéanico del compresor, y cede calor a un foco caliente (el medio ambiente).

Tomemos el diagrama anterior de un ciclo de un motor térmico y recorramos en sentido inverso.

Entonces, se extrae una cierta cantidad de calor Q> de un depoésito a menor temperatura T, y se transfiere una
cierta cantidad de calor Qi, al depdsito caliente, un agente externo, realiza un trabajo sobre el sistema.

De éste deposito puede extraerse cualquier cantidad de calor, simplemente repitiendo el ciclo.

El coeficiente de ejecucion de un frigorifico es:

Q2

r]:—

Q1= Q2

Las transformaciones de energia en un refrigerador se muestran en el diagrama siguiente:
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LA SEGUNDA LEY DE LA TERMODINAMICA

Hemos anotado que cuando se construyeron las primeras maquinas, habia la esperanza de inventar una
maquina que pudiese tomar calor de un depodsito abundante, como el océano y convertirlo completamente en
trabajo util.

De igual manera, podriamos inventar un refrigerador el cual simplemente transfiera calor de un cuerpo frio a
un cuerpo caliente, sin requerir el gasto de un trabajo exterior.

"Ninguna de éstas prometedoras ambiciones violaria la Primera Ley de la Termodinamica", sin embargo
"nunca se han alcanzado ninguna de éstas ambiciones y hay razones para creer que nunca se alcanzaran”.

La Segunda Ley de la Termodinamica, que es una generalizacion de la experiencia, es una afirmacion de que
dichos mecanismos no existen.

Hay dos enunciados clasicos de la Segunda Ley, conocidos como el enunciado de Clausius y el enunciado de
Kelvin Planck, y puede demostrarse que ambos son equivalentes entre si.

Enunciado de Clausis: "Es imposible construir una maquina ciclica que no produzca otro efecto que el de
transferir continuamente calor de un cuerpo a otro que esté a mayor temperatura". Este enunciado descarta el
refrigerador perfecto.

Por experiencia sabemos que cuando dos cuerpos estan en contacto, la energia calorifica fluye del cuerpo
caliente al cuerpo frio. Este sentido solamente puede invertirse mediante un gasto de trabajo.

Enunciado de Kelvin - Planck: "Es imposible que exista una transformacion, cuyo tnico resultado final fuese
convertir en trabajo el calor extraido de una fuente que estuviese siempre a la misma temperatura". Este
enunciado descarta a la mdquina térmica perfecta, ya que implica que no es posible producir trabajo
mecanico extrayendo el calor de una depoésito sin devolver algin calor a otro depdsito que esté a menor
temperatura.
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LA EFICIENCIA DE LAS MAQUINAS

Carnot establecio el concepto de la mdquina reversible y del ciclo reversible que lleva su nombre, y enuncid
un teorema de gran importancia:

"La eficiencia de todas las mdquinas reversibles que operen entre las mismas temperaturas es la
misma y ninguna mdquina irreversible que opere entre las mismas temperaturas puede tener una

eficiencia mayor a aquella”.

Clausius y Kelvin demostraron que éste teorema era una consecuencia necesaria de la Segunda Ley de la
Termodinamica.

Sean H y H' dos mdquinas reversibles, que operen entre las temperaturas T, y T> donde T, > T». Pueden
diferir por ejemplo, en su sustancia de trabajo, o en sus presiones iniciales, o en las longitudes de sus carreras.

Digamos que H funciona "hacia adelante" y H' hacia atras (como un refrigerador).

La maquina H toma energia calorifica Q; a T| y cede energia calorifica Q, a T».
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La maquina H', toma calor Q,' a T» y cede calor Q;'a T;. Conectemos, en forma mecanica a ambas maquinas
de modo que el trabajo W por el ciclo efectuado por H sea justamente el suficiente para operar H'.

Supongamos que:

n-n

Q-0 Q-0
& O

Suposicion !!!!

Como el trabajo por ciclo efectuado por una maquina es igual al trabajo por ciclo efectuado por la otra:
W=W
Q-Q=0'-Q

Comparando éstas relaciones vemos que : (Q; — Q2> 0)

1 S 1

Q@
De donde:

Q' >Q
Yaque: Qi—-Q:=Q/—-Q,

Q’>Q

Es decir, que la fuente caliente gana, la cantidad de calor (Qi- Qi) “positiva” y la fuente fria pierde la
cantidad de calor (Q>' - Q,) “positiva”.

Pero el sistema combinado H + H' no efectia ningtn trabajo en el proceso, de modo que hemos transferido
calor desde un cuerpo frio a un cuerpo caliente, en directa contradiccion con el enunciado de Clausius.

Por lo tanto 1 no puede ser mayor que n'.

De igual manera invirtiendo las maquinas podemos demostrar que 1' no puede ser mayor que 1, por lo tanto:

n=n

Lo que prueba la primera parte del Teorema de Carnot (La eficiencia de todas las maquinas reversibles que
operen entre las mismas temperaturas, es la misma ...).
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Supongamos ahora que H es una mdquina irreversible, por el mismo procedimiento anterior podemos
demostrar que:

Tirev N0 puede ser mayor que '

Pero H no puede invertirse, de modo que no podemos demostrar que n ' no puede ser mayor que 1jypey. Por
tanto Mjppey €S igual o menor que . Como M' =1 = Njpprey tenemos que:

Nirrev < Nrev

Lo que prueba la segunda parte del Teorema de Carnot (...y ninguna maquina irreversible que opere entre
estas mismas temperaturas puede tener una eficiencia mayor que aquella).

LA ESCALA KELVIN DE TEMOERATURAS

La eficiencia de una maquina reversible es independiente de la sustancia de trabajo y sdlo depende de las
temperaturas entre las cuales opera:

Q2/Q solo puede depender de las temperaturas.

Esto propicio que Kelvin sugiriera una nueva escala de temperaturas. Si T; y T, representan a éstas dos
temperaturas, entonces la ecuacion que propuso fue:

i _ G

T, Q

Es decir, la relacion entre las temperaturas es igual a la de los calores absorbido y entregado, respectivamente,
por una maquina de Carnot que operase entre éstas temperaturas.

Tal escala recibe el nombre de escala termodinamica (o Kelvin) de temperaturas.

Para completar la definicion de la escala termodinamica, se asigna arbitrariamente el valor de 273.16 a la
temperatura del punto triple del agua. Por tanto T=273.16 K.

Entonces, en una maquina de Carnot que opere entre depositos de calor y que se encuentren a las
temperaturas T y Ttr, se cumple que:

r_Q

T Qe
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Q
T =T, Q_
tr

Sin embargo, Q no depende de las caracteristicas de la sustancia, por lo tanto se cuenta con una escala de
temperaturas que no tiene las objecion que se le pueden hacer a la escala de los gases ideales, con lo que se
logra una definicion fundamental de la temperatura.

La definicion de la temperatura termodindmica permite reescribir la ecuacion de la eficiencia de una mdquina
reversible como:

Donde T debe estar necesariamente expresada en K.

EL CERO ABSOLUTO

Imaginemos una serie de motores de Carnot.

El primer motor absorbe el calor Q de un foco, realiza el trabajo W y expulsa una cantidad menor de calor a
una temperatura mas baja. El segundo motor absorbe el calor expulsado por el primero a la misma
temperatura que lo ha cedido, realiza también cierto trabajo y cede una cantidad de calor alin menor a
temperatura todavia inferior y asi sucesivamente.

Las temperaturas a las cuales cada motor cede calor son cada vez mas bajas, cuya temperatura limite sera e/
cero absoluto.

De aqui de imaginar la posibilidad de un ultimo motor que no cederia calor a un temperatura, que sera el cero
absoluto.

"El cero absoluto, es la temperatura de un foco al cual no se cede cantidad alguna de calor por un
motor que funcione entre éste foco y otro a temperatura mas elevada”.
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Esta definicion del Cero Absoluto se aplica a todas las sustancias y es "independiente de las propiedades de
cualquiera de ellas".

Como: T,

Para obtener una eficiencia del 100 % T debe ser cero.
Sélo cuando el depdsito a menor temperatura se encuentre en el cero absoluto se convertira totalmente en
trabajo el calor absorbido del deposito a mayor temperatura.

Por lo tanto, y en virtud de que no se puede disponer de un depdsito al cero absoluto, es practicamente
imposible tener una maquina térmica con eficiencia del 100 %.

LA ENTROPIAY LA SEGUNDA LEY

La Ley Cero de la Termodinamica esta ligada al concepto de temperatura T y la Primera Ley esta relacionada
al concepto de energia interna U.

En ésta seccion veremos como la Segunda Ley de la Termodinamica esta ligada a una variable
termodinamica que se llama entropia.

Para un Ciclo de Carnot , hemos visto que:

o_e
n, T,

En donde las diversas Q se consideran positivas, es decir sélo tratamos con los valores absolutos de las Q.

"Si ahora las interpretamos como cantidades algebraicas, de manera que Q sea positiva cuando entre calor al
sistema y negativa cuando salga", podemos escribir:

%, 0_

=0
T

Ecuacion que indica que en un Ciclo de CARNOT, la suma de las cantidades algebraicas Q/T es cero.

P

Para un conjunto de Ciclos de Carnot, compuesto por una serie de lineas isotérmicas y adiabaticas, podemos

escribir:
Q
— 0
z T

f2-
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¢  debe evaluarse en un ciclo, empezando y terminando en un punto cualquiera arbitrario.
Si la integral de una cantidad alrededor de cualquier trayectoria cerrada es cero, se dice que dicha cantidad es
una variable de estado, es decir que tiene un valor solamente que es caracteristico del estado del sistema, sin

importar el camino recorrido.

Denominaremos "entropia S" a ésta variable:

cal cal

SI=] molgr K - grK

(U, P, T son variables de estado y se cumple § dx = 0).
Q y W no son variables de estado $ dx # 0 pues dependen de la trayectoria.

fd5'=0

AS=52—51=§
1

Para un proceso reversible

ZdQ
T

Para los procesos irreversibles, se toma cualquier trayectoria reversible que conecte a los estados 1y 2 y se
calcula el cambio de entropia en dicha trayectoria.

Veamos como la entropia aumenta en los sistemas irreversibles.

DILATACION LIBRE

LA ENTROPIA EN LOS PROCESOS IRREVERSIBLES

Hagamos que un gas duplique su volumen dilatandose en un recinto evacuado.

Como no se efectia ningln trabajo contra el vacio W = 0, y como el gas estd encerrado por paredes no
conductores Q = 0, por la Primera Ley: AU=0.

U,=U;
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Si el gas es un gas ideal, U s6lo depende de la temperatura y no de la presion ni del volumen, de modo que T
=Ti.

La dilatacion libre es ciertamente irreversible.

Sin embargo, hay una diferencia de entropia S, — S;, no podemos utilizar la ecuacion,

ZdQ
}ET_ S,— S,

Yaque Q=0.

Como calcular S, — S; en una dilatacion libre?. Lo hacemos encontrando una trayectoria reversible que
conecte los estados 1 y 2 y calcularemos el cambio de entropia en dicha trayectoria.

En la dilatacion libre la trayectoria reversible conveniente es de una dilatacion isotérmica desde Vi a Va; 2V
=V, que corresponde a la expansion isotérmica ab del Ciclo de Carnot.

El trabajo efectuado por el gas (a temperatura constante) es:

V2
W = Pdv
Vi
PV = nRT; p="2%
Reemplazando:
V2 nRT v2adv
W = fVl TdV =nRT fVl 7
— W = nRT In22
Q=W-=n nV1
2dQ V2
S,— 8§ = — = nR In—
2 1 32 T n nV1
Si: V=2V,
S2-S; =nRIn2
(S2-S1)>0

Esta cantidad es positiva, de modo que en tal proceso irreversible y adiabatico la entropia de sistema
aumenta.

._.
n
\®)
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CONDUCCION DEL CALOR

Consideremos dos cuerpos, uno caliente T; y otro frio a T», ambos se introducen dentro de una caja que tenga
paredes no conductoras.

Ambos llegaran finalmente a una temperatura comtn intermedia Tr. Este proceso es irreversible. Igual que
antes podemos calcular el cambio de entropia encontrando de nuevo, un proceso reversible que conecte los
mismos estados inicial y final 1y 2.

Supongamos que Q es el calor transferido por el cuerpo T y el calor ganado por T.

El cuerpo caliente pierde entropia, en una cantidad aproximada:

AS; = — i
Tim
T+ Ty

im — 2

El cuerpo frio gana entropia, en una cantidad aproximada:

ASZ = + i
TZm
T+ Ty

2m — 2

Como los dos cuerpos, alcanzan la misma temperatura intermedia, Tr:

S =S =AS; + AS,

Q Q
S5—-—8S==——4+ —
2 Tim  Tam
Pero:
Tlm > sz
S, > S

De nuevo, en éste procesos irreversible la entropia ha aumentado.

LA ENTROPIAY EL DESORDEN

Podemos ahora, sobre la base de la experiencia, resumir, en el enunciado de la Segunda Ley de la
Termodinamica:
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"Un proceso natural que comienza en un estado de equilibrio y termina en otro ocurrira en la
direccion que haga que la entropia del sistema y de su medio ambiente aumente".

"...existe una cantidad util llamada entropia...".

Del enunciado de la Segunda Ley y de las observaciones sobre los procesos reversibles en el parrafo anterior,
se llega a la conclusion de que:

S; =S (procesos adiabaticos reversibles)
S>>S;  (procesos adiabaticos irreversibles)

S> = entropia final del sistema
Si = entropia inicial del sistema

La entropia esta asociada con el desorden y el enunciado de la Segunda Ley que establece que un proceso
natural tiende a aumentar la entropia del (sistema + su medio ambiente) es equivalente a decir que el
desorden (del sistema + su medio ambiente) tiende a incrementarse.

Entropia = Desorden

Expansion libre Se permite que las moléculas gaseosas confinadas a una mitad de la caja la ocupen por
completo. El sistema se desordenado, o el desorden ha aumentado.

"Las moléculas se encuentran dentro de la es caja" es mas débil que el enunciado "las moléculas se
encuentran dentro de la mitad izquierda de la caja".

Conduccion de calor "Todas las moléculas del sistema corresponden a la temperatura T"; es mas débil que:
"Todas las moléculas del cuerpo A, corresponden a la temperatura T; y las moléculas del cuerpo B,
corresponden a la temperatura T,". Se ha perdido parte del orden.
En la Mecdnica Estadistica, se da un significado preciso al desorden:

S=kInW
k = constante de Boltzmann
S = entropia del sistema
W = parametro del desorden (probabilidad)
La direccion en la que ocurren los procesos naturales (hacia valores mayores de la entropia) queda
determinada por las leyes de la probabilidad (hacia el estado mas probable).
El estado de equilibrio, termodinamicamente, es el estado de entropia maxima, y estadisticamente el estado
mds probable.

La Segunda Ley muestra el curso mds probable de los eventos y no los tinicos eventos posibles.

Sin embargo la probabilidad de que la naturaleza la contradiga es tan pequefia que es una de las leyes mas
generales y utiles de la Ciencia.

._.
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I OSCILACIONES

Movimiento Arménico Simple (M.A.S.)
F=-kx=ma

d*x  k X
ﬁ+;x 0; w= E=2”f

@ = Arcsen(xy/A)
@ = Arccos(xy/A)

x=Asen (ot +9) ;
x=A cos (ot +¢) ;

v=0m A cos (ot +¢) Vmax = WA
v =w+A* - x?
=- A o’sen (ot +¢)
a=-0X amax:'(DzA
T_Zn_z \/ﬁ
T w g k
1
f=_
T

U= %k®; K= Y%mvy E= 1%kA?
Péndulo Simple 6 <15°

daze _ e
F+ wf=0; w—ﬁ—an
6 =0m sen (wt +¢)

Q= Om cos (ot +¢)

o =- ®?0m sen (ot +¢)

Péndulo de Torsion

1=-k0
1

T=2r F

k!
I:Icm+mh2
Péndulo Fisico 6 < 15°
t=-k'0=mgd®6
k> =mgd

Centro de Oscilacion

T=2n |—=2r :>L——
\m \ md

Superposicion de dos MAS: Igual direccion y

frecuencia

= Aj sen (ot +¢1) x2= Az sen (ot +¢2)

X=1x,+x, = Asen (at + @)
A=A’ + A’ +2A/A cosd

5:¢27¢1
tan 9= A Sen ¢ +A,Sen ¢,
A Cos ¢ +A,Cos ¢,

Superposicion de dos MAS:
Direcciones Perpendiculares
=05 5=dy-¢x

x = Ax sen (ot +¢x)

y = Ay sen (ot +dy)

Oscilaciones de dos Cuerpos
d’x k m,m,

o t—x=0; u=———
dt> u m +m,

Osciladores Acoplados
ke=k + ko (Paralelo)
1 1

— —+i (Serie)
ke k; k,

Movimiento Arménico Amortiguado

d’x b dx k
4
dt> m dt m

2
o'~ k_[bj e
\m 2m

-b
x=A e(%}sen (0't+9)

— x=0

II ELASTICIDAD

. F
Fatiga o Esfuerzo= N

Def. Unit.= A—L
Ly

Def. Unit.cizalladura () = —

Def.UnitVolumétrica = av

Yo
F/A

AL/L

Modulo de Rigidez ~ § = %
x/h

Modulo de Young Y =

Médulo de Compresibilidad " = ——

11T HIDROSTATICA

Densidad y Peso Especifico

m W
p=y S Y=y 7=

Densidad y Peso Especifico Relativos

Ps . Vs
Pr=—"— 5 Vr=——
P Hy0 Ym0
Presion Hidrostatica
P=Po+yh

Prensa Hidraulica
A
F=—{
a

Principio de Arquimedes
E =peso del fluido desplazado
E=yV
Fuerzas Contra un Dique
2

F:;/LH7 y="sH

3

h

M=pgL--
peLl-

Tension Superficial

IV HIDRODINAMICA

Ecuacién de la Continuidad

Av =Av, = ctte
pAV =p,Ayv, =ctte

dv 9 dm
= Av =—7 = = —
0 i 0=p0 &
Ecuacion de Bernoulli
P v
—+—+Z=ctte
y 2
Ecuacion de Bernoulli Modificada
E+V—+Z. +H,-H, _E+—+Z +h,
v 28 Yy 2 -

Potencia de una Bomba

vQH

P=




Pérdidas por Friccion y por Accesorios
2 2
v v
he =f(LD) — he =k —
Factor de Friccion
64
f=—; Re<2100
Re
Nimero de Reynolds

_pVD_WD
Y7} v

Re

Ley de Poiseuille

aR* P;-P,
0-""-

Su L
Ley de Stokes
F=6nprv

V TEMPERATURA Y DILATACION

Temperatura como funcion de una propiedad
Termométrica

Tx) :273.16i
Xr

r

Dilatacion Lineal, Superficial y Ciibica
L=Lo(1+aAT)
A=Ayl +20AT)
V=Vl + BAT); B=3a
Ley de Enfriamiento de Newton
AT =ATjy e *T

Fatigas de orden Térmico

FA=aYAT
VI CANTIDAD DE CALOR

Calentamiento a Presion y a Volumen Ctte
Q=mcp AT Q=mcvAT
Calor Latente

Q=mA

VII TRANSFERENCIA DE CALOR

Ecuacion de Fourier (Calor por Conduccion)

iy
q=—kA—
ax
Flujo de Calor a través de Placas Planas
q _ T1 - Tn

A X(Ax/k)

Flujo de Calor a través de Paredes Cilindricas

ln ri+1
q T1 _Tn R = L

L YR, Tk,

Flujo de Calor en una Esfera Hueca

I;-T, 7
R; ki

q=4n

Conductividad Térmica Media
T,
[kar

_n

T 2T,

m

Calor por Conveccion
q=hA(T.-T))

Ley de Stefan Boltzmann
W=¢o(Tr*-TH

VIII TERMODINAMICA

Trabajo originado en cambios de Volumen

W:deV

1% Ley de la Termodinamica
AU=Q-W

Ecuacion de Estado de un Gas ideal
PV=nRT

Velocidad Molecular Promedio

3RT
M

Viem =

Calores Especificos de un Gas ideal
R= Cp - Cv
Variacion de Energia Interna de un Gas ideal

dU =nCvdT

Compresion o Expansién Adiabética de un Gas
ideal

TVO-D=ctte
PVY =ctte

v = 1.67 gas monoatdmico
y = 1.40 gas diatdmico

v = 1.33 gas poliatomico

Motor Térmico

nzhzl-&zl_ T
Qabsorbido Ql Tl
Refrigerador
n= Qz _ Tz
Qz - Q] Tz _Tl
I.  CONSTANTES, FACTORES DE

CONVERSION Y PROPIEDADES DE
ALGUNAS SUBSTANCIAS.

R =1.987 cal/mol°C = 0.082057 (atm 1)/(mol°C)

0= 4.878 E— 8 Kcal/(h m* K*)

I atm=1.0133E5Pa= 1.033 Kg/cm® = 760 mmHg

= 14.7 Ibfipulg’

1 BTU =252 cal

Ical =4.186J

I1°R=18K

Yicero = 20 E 3 Kgfimm?

Clpeero = 12 E— 6 °C~1

kacero = 39 Keal/(hm °C)

prire = 1.2047 Kg/m?* (@ 20 °C y 1 Atm)

po = 1 g/em’ = 1 Kg/l =1000 Kg/m?

yi20 = 1000 Kgfim?

Cpagua = 1cal/g’C = 1 BTU/Ibm°F = 1 Kcal/Kg°C

Cphielo = 0.52 cal/g°C

Cpvapor = 0.45 cal/g’C

Atiieto = 80 cal/g
Avapor = 539 cal/g

sen(x+y)=senxcosy+senycosx

cos(x+y)=cosxcosy-senxseny



